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Embora a resolugdo algébrica das equagbes ndo seja possivel em geral,
existem porém equagoes particulares de todos os graus que admitem uma
tal solucao'. Tais sdo, por exemplo as equacdes da forma z" —1 = 0. A
resolucdo de tais equacoes fundamenta-se em certas relacées que existem
entre as raizes. Eu procurei generalizar essa observacao supondo que duas
raizes de uma dada equacgdo estejam ligadas de tal modo entre si, que se
possa exprimir racionalmente uma delas pela outra, e encontrei, que uma
tal equacao pode sempre ser resolvida com o auxilio de um certo nimero
de equagdes menos elevadas. Existem mesmo casos onde se pode resolver
algebricamente a prépria equacao dada. Isto ocorre, por exemplo, todas as
vezes em que, sendo a equagao dada irredutivel, seu grau for um ndmero
primo. O mesmo acontece ainda se todas as raizes de uma equacao puderem

I'NT(Nota do tradutor): Esta primeira frase foi tirada da versdo publicada na pégina
478 das Oeuvres Complétes de Abel, Tomo I, editada por L. Sylow e S. Lie, 1881. Tal
frase difere daquela que aparece no Journal fir die reine und angewandte Mathematik,
4, 131-156(1829). Como mencionado por Sylow e Lie no preficio do Tomo I, na versao
publicada em seu Journal, Crelle “...fez varias corregoes do estilo em parte intteis; existem
mesmo algumas que modificaram o sentido [original]. Assim, as tradugdes alemés de Crelle
nao podendo ser consideradas como versoes absolutamente exatas do texto original, nés
[Sylow e Lie] cremos, como Holmboe, dever apresentar estas Memdrias em francés a fim
de conservar a unidade linguistica da nossa edi¢do [das Oeuvres Complétes]. Tais Oeuvres
Complétes foram re-impressas em 1992 e sdo comercializadas pelas Editions Jacques Gabay,
Sceaux, ISBN 2-87647-073-X.
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Ser expressas por’
z, 0(z), 6%(x), 63(z), ..., 0" () onde [tem-se] 0" (z) = z,
sendo #(r) uma funcio racional de z e 0?(z), #3(z),... funcdes da mesma

forma de 0(z), tomadas duas vezes, trés vezes, etc.

A equagdo (2" —1)/(z — 1) = 0, onde n é um ndmero primo, estd neste
caso; pois designando-se por « uma raiz primitiva para o médulo n, pode-se,
como se sabe, exprimir as n — 1 raizes por:

n—2 n—1
z,z% %, 5% ,...,x , onde z% =u,
ou seja, fazendo-se @ = 0(zx), por:
2 3 n—2 n—1 _
z,0(z),0°(z),0°(x),...,0" “(z), onde 6" (z)=ux.

A mesma propriedade é satisfeita por uma certa classe de equacoes que
nos oferece a teoria das funcoes elipticas.
Em geral, consegui demonstrar o teorema seguinte:

Se as raizes de uma equacgdo de um grau qualquer estiverem
ligadas entre si de sorte que todas as suas raizes possam ser
expressas racionalmente através de uma delas, que designaremos
por z, se mais ainda, [132] designando-se por 6(z), 61(z) duas
outras quaisquer das raizes em questao, se tiver

0(01(x)) = 61(6(z)),

entao a equagao em questao serd sempre resoluvel algebricamen-
te. Além disto, se supusermos a equacgdo como irredutivel e com
seu grau expresso por

vy V2 Vo
ot oy’ Loy,
onde a1,qs,...,q, sdo numeros primos diferentes, poder-se-a

reduzir a resolucdo desta equacao a resolucao de r; equagoes do
grau a1, de Vo equacoes de grau ag, de v3 equagdes de grau as,
etc.

2NT: Conforme era usual na época, Abel escreveu
z, 0z, 0z, 0%z, ..., 6" 'z onde "z = x.
para indicar o que modernamente escreve-se assim:
z, 6(z), 0°(z), 0*(z), ..., 6" '(x) onde 0" (z) = z.

Para facilitar a leitura, iremos usar sempre a notagdo moderna 6(z) em vez de 6z, etc.
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Ap6s haver apresentado esta teoria em geral, eu aplica-la-ei as fungoes
circulares e elipticas.

§1.

Comecaremos por considerar o caso no qual supGe-se que duas raizes
duma equacdo irredutivel® estejam ligadas de tal modo entre si, que uma
possa ser expressa racionalmente pela outra.

Seja

p(z) =0 (1)

uma equagao do grau u, e z' e z1 as duas raizes que estdo ligadas entre si
pela equacao

z' = 0(z1), (2)

onde 6(z) designa uma funcdo racional de z e de quantidades conhecidas.
A quantidade z' sendo uma das raizes da equacio, ter-se-4 p(z') =0 e, em
virtude da (2),

¢(0(z1)) = 0. (3)

Eu afirmo agora que esta equacdo serd também satisfeita se, em vez
de 1, colocarmos uma outra raiz qualquer da equacado proposta. Ter-se-4
efetivamente o teorema seguinte?

3Uma equagdo o(z) = 0, cujos coeficientes sio fungdes racionais de um certo ntimero de
quantidades conhecidas a, b, ¢, ... chama-se irredutivel, quando for impossivel se expressar
suas raizes por uma equagio de grau menor, cujos coeficientes sejam igualmente fungoes
racionais de a,b,c, .. ..

“Este teorema demonstra-se facilmente como segue:

Qualquer que seja a fungdo racional f(z), pode-se sempre fazer f(z) = M/N, onde M e
N sao fungdes inteiras de =, que nio possuem fator comum; porém uma fungdo de x pode
sempre ser colocada sob a forma P + Q¢(x), onde P e Q sao fungoes inteiras, tais, que o
grau de P seja menor que o grau da funcdo ¢(z). Portanto, fazendo-se M = P + Qy(z),
ter-se-4 f(z) = (P + Qg(z))/N. Isto posto, seja x a raiz de p(z) = 0 que satisfaz
simultaneamente a f(z) = 0; 1 serd igualmente uma raiz da equacdo P = 0. Mas, se
P nido for zero para um valor qualquer de z, esta equacao fornecerd = como raiz de uma
equacdo de um grau menor que o de ¢(z) = 0; o que contradiz a hipétese; portanto P = 0
e por conseqiiéncia f(z) = p(x) Q/N, donde se vé que f(z) serd igual a zero quando p(z)
o for, g.e.d.
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[133] Teorema I. Se uma das raizes de uma equagao irredutivel ¢(z) =
0 satisfaz a uma outra equacao f(z) = 0, onde f(z) designa uma funcao
racional de = e de quantidades conhecidas que se supoe contidas em ¢(z),
esta ultima equacao ird ser também satisfeita ao nela substituir-se z por
uma raiz qualquer da equagdo p(z) = 0; mas o termo ¢(f(z1)) na equagio
(3) é uma funcdo racional da varidvel, portanto ter-se-4

pO(z)) =0, se  o(z) =0, (4)

ou seja, se ¢ é uma raiz da equagio ¢(x) = 0, a quantidade 6(z) também o
sera.

Agora, em virtude do que precede, 8(z1) é uma raiz da equagao p(z) = 0,
portanto 8(0(x1)) o serd também; igualmente 6(6(6(z1))), etc ... o serdo,
ao repetir-se a operacao denotada por 8 um nimero qualquer de vezes.

Seja, para abreviar,

0(0(z1)) = 0%(z1), 0(6°(z1)) = 0%(z1), 0(0°(21)) = 0% (1),  etc,
ter-se-4 a série
T, 9(.131), 92(551), 93(.’E1), 04(.%‘1), . (5)

sendo todas estas quantidades raizes da equacdo p(r) = 0. A série (5)
terd uma infinidade de termos, mas a equacao ¢(r) = 0 nao tendo mais
do que um numero finito de raizes diferentes, faz-se necessiario que véarias
quantidades da série (5) sejam iguais entre si.

Suponhamos pois, por exemplo,

0™ (21) = 0™ (1),
ou ainda,
6"(0™(21)) — 0™ (z1) =0, (6)

observando-se que 0" (z1) = 0™(60™(z1)).
O membro & direita da equacao (6) é uma funcao racional de 6™ (z1); mas
esta quantidade é uma raiz da equacao ¢(z) = 0, portanto em virtude do

teorema enunciado mais ao alto, poder-se- colocar z1 no lugar de 8™(z1).
[134] Isto d&

0" (z1) = z1, (7)
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onde se pode supor que n tenha o menor valor possivel, de sorte que todas
as quantidades

T, 9($1), 02(1131), ey On_l(CIJl) (8)

sejam diferentes entre si.
A equagao (7) fornecera

0k (0™ (1)) = 6%(z1), ou seja 0"k (1) = 6% (xy).

Esta férmula faz ver que a partir do termo 6™ !(z1), os termos da série
(8) se reproduzirdo na mesma ordem. As n quantidades (8) serdo portanto
as unicas da série (5) diferentes entre si.

Isto posto, se 4 > n, seja xo uma outra raiz da equacao proposta, que
nao esteja contida na série (8); segue do teorema I que todas as quantidades

I, 9(372), 92(1‘2), ey 9”71(.’1,‘2), . (9)

serdo igualmente raizes da equacao proposta. Eu afirmo agora que esta série
nao conterd mais que n quantidades diferentes entre si e das quantidades
(8). De fato, tendo-se 8™(z1) — z1 = 0, ter-se-4, em virtude do teorema I,
0" (z2) = z2 e, conseqilentemente,

9n+k (372) == Ok(wg)

Portanto as tinicas quantidades da série (9) que poderao ser diferentes entre
si serdo as n primeiras

T2, O(z2), 6*(z3), ..., 6" l(xy). (10)

Estas aqui serao necessariamente diferentes entre si e entre as quantidades
(8). De fato, se se tiver

0™ (w2) = 6" (22),

onde m e v sdo menores que n, resultard 0™(z;) = 6(z1), o que é im-
possivel, pois todas as quantidades (8) sao diferentes entre si. Se, ao con-
trario, tivéssemos

0™ (x2) = 0" (z1),
resultaria

O" (0¥ (1)) = 0™ (0™ (x2)) = 0" (m2) = 0™ (22) = o,
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e, portanto,
To = en—m—l—U(xl),

0 que significaria dizer que a raiz zo estaria contida na série (8), o que
contradiz a hipétese.

[135] O ndmero de raizes contidas na (8) e (10) é 2n; portanto yu serd
ou igual a 2n ou maior que este ntimero.

Neste 1ltimo caso, seja r3 uma raiz diferente das raizes (8) e (10). Tem-se
entao uma nova série de raizes

3, 0(‘773)7 92('773), s 0n_1($3)7

e se demonstrard precisamente da mesma maneira, que as n primeiras destas
raizes sao diferentes entre si e entre as raizes (8) e (10).

Continuando-se este procedimento até que todas as raizes da equacao
o(r) = 0 sejam esgotadas, ver-se-4 que as p raizes desta equagdo serao
divididas em varios grupos, compostos de n termos; portanto, u sera divisivel
por n, e chamando-se de m a quantidade dos grupos, ter-se-a:

p=m-n. (11)

As raizes, elas préprias, serio:

Se m = 1, ter-se-4 n = p e as p raizes da equacdo ¢(z) = 0 serdo expressas
por

z1, 6(z1), 92(:1:1), cee, Hn_l(ml). (13)

Neste caso, como se verd na seqiiéncia, a equagao ¢(z) = 0 é resolivel alge-
bricamente. Mas o mesmo nao ocorrerd quando m é maior que a unidade.
Neste caso poder-se-4 somente reduzir a resolugido da equacio ¢(z) = 0 &
resolugao duma equagao de n-ésimo grau, cujos coeficientes dependem du-
ma equagao do m-ésimo grau; € isto que iremos demonstrar no parigrafo
seguinte.



Memodéria sobre uma classe particular de equacoes . . . 7

§2.

Consideremos um qualquer dos grupos em (12), por exemplo o primeiro,
e facamos

(z — 1) (z — 0(z1)) (z — 0%(21)) -+ (z — 0" (z1)) =
— " AT A AT e AT (19
as raizes desta equagao serao
1, O0(z1), 6*(z1), ..., 0" '(z),

e os coeficientes A}, AY, ... ,Ag") serao fungoes racionais e [136] simétricas
destas quantidades. Veremos que se pode fazer tais coeficientes dependerem
da resolucdo duma unica equagdo do grau m.

Para mostra-lo, consideremos em geral uma funcao racional e simétrica

qualquer de z1, 0(z1), 0%(z1), --., 7 (z1), e seja
yi = f (21,0001, 0%(@1), ....0" " (a1)) (15)
tal funcao.
Colocando-se no lugar de z; sucessivamente zs, T3, ..., T, a funcio
y1 assumira diferentes valores, que designaremos por y1,¥2,, 93, - - -, Ym- 1sto

posto, se se forma uma equacao do grau m:
Y pry™ oy 4 4 P 1y + P =0, (16)

cujas raizes sao Y1, Y2, Y3, - - - , Ym, €U afirmo que os coeficientes dessa equacao
poderao ser expressos racionalmente pelas quantidades conhecidas, que se
supoe dados pela equacdo proposta.

Como as quantidades x1,0(x1),0%(z1),...,0" (z1) sdo fungdes racio-
nais de z1, a fungdo y; também o sera. Seja
Y1 = F(‘(Bl)a
entdao teremos também (17)
Yo = F(z2); ys="F(z3); -3 ym=F(zm)
Colocando na (15) sucessivamente 6(x1),0%(z1),0%(z1),...,0" 1(z1) no

lugar de 1 e observando que 0™(z1) = z1; 0" (z1) = 0(z1); 0" 2(z1) =
62(x1); etc., fica claro que a fun¢do y; ndo mudar4 de valor; ter-se-4 portanto

y1 = F(z1) = F(0(21)) = F(6*(z1)) = - = F(6"'(a1))
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e, igualmente,

y2 = F(z2) = F(0(22)) = F(6*(22)) = -+ = F(6" (22)),

Yo = (@) = FO(om) = PO @m)) = - = F(0" (am)).

Elevando cada membro destas equacoes & v-ésima poténcia, obtém-se®

(1 = H{(F@)" + (FO)" +-+ (FE@))"},

g = H{(P)” + (FO@)” ++ (FO @)}, qg)

(v = 2{ (F@m)” + (FO(n)” + -+ (FO™ H@a))" }
Adicionando-se estas ultimas equacoes tem-se o valor de
Yty +ys+-+

[137] expresso como fungdo racional e simétrica de todas as raizes da
equagao p(z) =0, a saber

1 v
W+t = (F@) (19)

O termo & direita desta equacgdo pode ser expresso racionalmente através
dos coeficientes de ¢(z) e 08(z), i.e., através de quantidades conhecidas. Por-
tanto, definindo-se

Ty =Y +ys + s+t Y, (20)

ter-se-4 o valor de r, para um valor qualquer inteiro de v. Conhecendo-
se 11,T2,...,Tm, poder-se-4 obter racionalmente o valor de qualquer fungao
simétrica das quantidades 1,2, - ,Ym. Poder-se-a, portanto, encontrar
desta maneira todos os coeficientes da equagao (16) e, em conseqiiéncia, de-
terminar toda fungio racional e simétrica de z1,0(x1),0%(x1),...,0" (z1),
com o auxilio duma equagdao do grau m-ésimo. Deste modo ter-se-a, por-
tanto, os coeficientes da equacao (14), cuja resolucdo fornecerd o valor de
r1, etc.

’NT: Nio existe nenhuma equagio com ntmero “18” no artigo que foi publicado no
Journal fir die reine und angewandte Mathematik, 4, 131-156(1829). A equacgdo (18)
aparece, entretanto, na versdo publicada nos Oeuvres Complétes de Abel, Tomo I, pégina
484.
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Vé-se, deste modo, que se pode reduzir a resolugao da equagao p(z) = 0,
de grau y = m - n, a resolucao duma certa quantidade de equacoes de grau
m e n. E suficiente mesmo, como iremos ver, resolver-se uma tinica equacio
de grau m e m equagoes de grau n.

Seja 1(x1) um qualquer dos coeficientes A, AY,... ,AY”) e facamos

ty = yip(1) + yatp(z2) + y3(z3) + -+ + Yyt (Tm). (21)

Como y¥9(z1) é uma funcao simétrica das quantidades z1,0(z1),...,
6"~ 1(z1), ter-se-4, observando-se que 6™(x1) = 1, 0" (z1) = O(z1), etc.

v(en) = (Flen)) i) = (FO@)) $(6() = ...
= (" (1)) (6" (@),

ou seja,

vz ={ (F) i) + (FO@)) $@n) +..
+ (FO @) $(6" (=) }-

Expressoes semelhantes para y5¢(z2), y59¥(z3),...,y0¢¥(Tm) serdo en-
contradas ao colocar-se xo, x3, ..., T;, no lugar de ;. Em substituindo-se
estes valores, vé-se que t, tornar-se-a uma funcao racional e simétrica de
todas as raizes da equagdo ¢(z) = 0. De fato, ter-se-a

==Y (F@) bl (22)

n

Portanto, pode-se exprimir ¢, racionalmente através de quantidades conhe-
cidas.
Isto posto, fazendo-se v = 0,1,2,3,...,m —1, a férmula (21) dard [138]

Y(z1) +9(2) +--- +Y(zm) = to,
y1(w1) +yeb(x2) + - +ym(zm) = t,
yi (1) +ya () + - +yo p(am) =t

Y p(en) + g T (z2) + o A yn T (Em) = et

Destas equagoes, lineares em relagio a 1(z1), ¥ (z2),. .., ¥ (zy), tira-se
facilmente os valores destas quantidades como fungoes racionais de yi, yo,

Y3y -y Ym-
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De fato, fazendo-se

(y—y2) (W —93) - (Y —ym) =y™ '+ Rmn—oy™ >+ Rpy3y™ > +--- + Riy + Ry,

(23)
ter-se-4
toRo +tiR1 +teRo+ -+t o2Rm o+ tm—
b(z1) = 2 ottty + 222+ +m27r721722+:nn711. (24)
Ro+ Riy1 + Royi + -+ + Rm—2yy "+
As quantidades Ry, Ry, - .. , R;,—2 880 fungdes racionais de 42, Y3, Y4 - - - » Y,

mas se pode exprimi-las em fungao de y; somente. De fato, multiplicando-se
(23) por y — y1, ter-se-a:
(—y)(y—y2).. (y—ym) =

=y + o1y Py P Y+ P

=y™ + (Rme - yl)ym_l + (Rm73 — U Rme) Yy

2

donde se tirara, ao comparar-se as poténcias iguais de y:

)
Ry 2 =y1 +p1,

Ry 3=y1Ry_2+p2= y% + p1y1 + p2,
{ Rms =y1Rm_3+p3 =yl +p1y? + pay1 + p3 (25)

Ry = Z/flfl +ply{n72 +pzy{n73 + -+ DPm—1-

\

Substituindo-se estes valores, a expressdo de 1(z1) tornar-se-a uma fungio
racional de y; e de quantidades conhecidas, e vé-se que é sempre possivel
encontrar (x1) desta maneira, sob a condi¢do que o denominador

Ro+ Ry + Royi + -+ Rnayl > + "

nao seja zero. Se pode dar a fun¢ao y; uma infinidade de formas que tornarao
impossivel esta equagao, por exemplo, em se fazendo

y1 = (a—z1) (@ —0(z1)) (@ — 0*(21)) ... (@ — 6" (z1)), (26)

onde « é indeterminado, o denominador em questao nao pode anular-se. De
fato, sendo este denominador a mesma, coisa que

(y1 —y2)(y1 —y3) --- (Y1 — Ym),
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[139] teriamos

Y1 =Yk

se ele fosse nulo, ou seja,

(@ —z1)(a—0(z1)) ... (= 0" (21)) = (@ — zp) (@ — O(z)) ... (2 — 0" (z)),

o que é impossivel, pois todas as raizes z1, 0(z1), 0%(z1),..., 0" (z1), sdo
diferentes das raizes zy, 0(xy), 0%(zk),. .., 07 H(zy).
Os coeficientes A}, AY,... ,Ag") podem portanto ser expressos racional-

mente por uma mesma funcio y1, cuja expressao depende duma equacao de
grau m.
As raizes da equagdo (14) sdo

x1, 0(:131), 02(£E1), ceny 0”_1(331).

Substituindo-se y; nos coeficientes A}, AY, etc. por y2, y3,..., Ym, se
obtém outras m — 1 equacoes, cujas raizes serao respectivamente:

x9, 0(1‘2), ce 0”71(562),
xs, 0(.’1)3), ceey 077‘_1(.’133),
Tmy, O(Zm), ---y 0" Hzm)-

Teorema II. A equagio proposta ¢(x) = 0 pode portanto ser decompos-
ta numa quantidade m de equagdes do grau n; portanto os coeficientes destas
equagoes sao funcgoes racionais duma mesma raiz de uma Unica equacao do
grau m.

Em geral, esta tltima equagao nao é resolivel algebricamente quando seu
grau é maior do que quatro, mas a equagao (14) e as outras semelhantes o sao
sempre, supondo-se conhecidos os coeficientes A}, A7, etc., como veremos no
paragrafo seguinte.

§3.

No paragrafo precedente consideramos o caso no qual m é maior que a
unidade. Agora iremos nos ocupar do caso m = 1.
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Neste caso temos p = n, e as raizes da equagao ¢(z) = 0 serao
Zy, 9(‘7"1)7 02(‘T1)7 ) 9n—1($1); (27)

eu afirmo agora que toda equacao cujas raizes possam ser expressas deste
modo é resoluvel algebricamente.
[140] Seja o uma raiz qualquer da equagdo o — 1 = 0, e facamos

p(z) = (2 + ab(z) + o?0%(z) + *0°(2) + -+ 70" H(2))"; (28)

entdo 1 (z) serd uma func¢ao racional de z. Essa fungio pode ser expressa
racionalmente através dos coeficientes de ¢(x) e 6(z).
Substituindo-se 6™ (z) no lugar de z, tem-se

(O™ (@) =(07(2) + 20" (2) + @207 2(z) + -
+ O () 4+ LR () 4oL a“_10"+m_1(x))“;
entretanto, tem-se,
Oh(z) =z, O (z)=0(@), ..., 0" (z)=0""(z),
donde:
O™ (@) =( (@) + @ () + -+ @O (@) + 07 () +
b () et au—m—lem—l(x))“.
Porém, como ¥ = 1, temos

H(O™(x)) = [au—m (:1: +af(z) + a0 (z) + -+ aﬂ—leu—l(x))] 8

= oMB=m) (a: +af(z) + -+ a“*leﬂfl(a:))”,

e, cComo
oMp—m) — 1,
vé-se que
P(0™ (2)) = P(z).
Fazendo-se m = 1,2,3,...,u — 1, e somando-se as expressoes assim ob-
tidas, encontrar-se-4:

9(@) = {0(@) +9(0@) +9E@) + -+ 9@ @)} (@9)
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(x) é portanto uma fungio racional e simétrica de todas as raizes da
equacdo ¢(z) = 0 e, por conseqiiéncia, se poderd exprimi-la racionalmente
através de quantidades conhecidas.

Sendo 9(x) = v, tira-se da equagao (28):

Yv =z +af(z) + 20%(x) +--- + a1 (). (30)
Isto posto, designemos as u raizes da equacao
ot —1=0

por

1, ai, a3, a3, ..., o1, (31)
e os valores correspondentes de v através de

Vo, Vi, Vi, U3y ..., Vu_1; (32)
a equacgao (30) dard, colocando-se no lugar de a sucessivamente 1, a1, ag,

N 7.
[141]

¢

¢ = +0(z) +0%(z) + -+ + 04 (2),
YV =z + a16(z) + ol (x) + -+ f TR  (a),
$ ¢ =3+ asf(x) + a3 (x) + -+ oy 04 (a), (33)

| /a1 : c+oy 10(z)+al 0%(z)+ -+ aﬁjeﬂ—l(x).
Somando-se estas equagdes ter-se-a:
x:%{—A+</171+«/172+¢/173+---+</m}, (34)
onde A expressa a quantidade racional {/vg.
Deste modo, conhece-se a raiz z. Em geral, encontra-se a raiz 6™(z)

multiplicando-se a primeira das equagoes (33) por 1, a segunda por a; ™, a
terceira por a; ™, etc., e somando-se; isso resulta em

1
07(@) = " { At oy oy 0 ] (35)



14 Niels Henrik Abel

Dando-se a m os valores 0,1,2,...,u — 1, obtém-se os valores de todas as
raizes da equagao.

A expressao precedente das raizes contém, geralmente, uma quantidade
p — 1 de radicais diferentes, da forma {/v. Ela terd, portanto, uma quan-
tidade p#~! de valores, enquanto que a equagio ¢(z) = 0 nfo possui mais
que p raizes. Mas se pode dar & expressao das raizes uma outra forma, nao
exposta a esta dificuldade. De fato, quando o valor de /v ¢ fixado, o valor
dos outros radicais o serd também, como iremos ver agora.

Qualquer que seja o nimero 4, primo ou nao, se pode sempre encontrar
uma raiz a da equacao o — 1 = 0, tal que as raizes

aq, a9, a3, feey a,u—l

possam ser representadas por

Isto posto, tem-se

YU =z + aF0(z) + k6% (z) + - - - + o DRGETY (), (37)
Y1 =z +af(z) + 20%(z) + --- + #7101 (2),
donde se tira
Yo v = (x + *0(z) + o?*0%(z) +--- + a(“_l)kH“_l(w)) X
—k
(:1: + af(z) + a20%(z) + - + a“—leu—l(x))“
(38)

[142] O lado direito desta equagdo é uma funcio racional de z, que ndo
mudard de valor ao colocar-se no lugar de x uma outra raiz qualquer 6™(z),
como se verd facilmente, fazendo-se esta substituicdo e levando em conta a
equacao 0*1V(z) = 6”(x). Designando-se portanto a funcio em questdo por
P(z), ter-se-a:

Yo v = p(z) = P(0(x)) = $(6°(x) = - = (0" (2),

e dela:

o (v7)" " = L{p@) +90@) + 9@ @) + -+ 9 @)}



Memodéria sobre uma classe particular de equacoes . . . 15

A expressao a direita nesta equacao é uma funcao racional e simétrica das
raizes, que podemos expressar através de grandezas conhecidas. Designando-
a por ag, temos:

Yok v = ay (40)

e dela:
ag k
Yy = V—l({yul) . (41)
Com auxilio desta formula a expressao da raiz = tornar-se-a:

a

p=2{ -k g+ () + 2 () 2 ()
(12)

Esta expressao de  nao possui mais que y valores distintos, que serdao ob-
tidos ao colocar-se no lugar de ,/v; os p valores

YU, adin, Qly, ..., of YL

O método que seguimos acima para a resolucao da equagao ¢(z) = 0 é,
no fundo, o mesmo que o senhor Gauss usou no seu “Disquisitiones arith-
meticae, pag. 645 e sequintes” para resolver uma certa classe de equagoes,
as quais ele foi conduzido nas suas pesquisas sobre a equacao z" — 1 = 0.
Estas equagoes tém a mesma propriedade que nossa equagao ¢(z) = 0, a
saber, que todas as suas raizes podem ser representadas sob a forma:

z, 0), 0*@x), ..., 0 '),

6(z) sendo uma funcio racional.
Em virtude daquilo que precede, podemos enunciar o teorema seguinte:
Teorema III. Se as raizes duma equagio algébrica puderem ser repre-
sentadas por

z, 0(z), 6*(x), ..., 60"z,

[143] onde 6#(z) = z e O(x) designa uma funcao racional de z e de quanti-
dades conhecidas, tal equagao sera sempre resolivel algebricamente.

Tira-se o seguinte, como coroldrio:

Teorema IV. Se duas raizes duma equagao irredutivel, cujo grau é um
ndmero primo, estiverem relacionadas de um modo tal, que se possa ex-
pressar uma racionalmente pela outra, essa equagado serd resoluvel algebri-
camente.
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De fato, tal segue imediatamente da equagao (11)
p=m-n,

onde se deve ter m = 1, se 4 € um nimero primo, e por conseqiiéncia as
raizes se exprimem através de z, 6(z), 6%(z), ..., 0* 1(z).

No caso em que todas as quantidades conhecidas de ¢(z) e 8(z) sdo reais,
as raizes da equacdo ¢(z) gozam de uma propriedade notével, que iremos
demonstrar.

Pelo que precede vé-se que a, 1 pode ser expresso racionalmente através
dos coeficientes de ¢(z) e 6(z), e por a. Se portanto estes coeficientes sdo
reais, a, 1 deve ter a forma

au,l =a+ b\/—l,
6

onde v/—1 entra apenas através da quantidade a, que em geral é imaginaria®,
e que geralmente pode ter o valor

2 2
o = Cos il +v-1 sen—w.
1Y u

Mudando-se portanto em « o sinal de v/—1 e designando por aL_l 0
valor correspondente de a, 1, ter-se-a
aL_l —a—bv—1.
Conforme a (40), é evidente que %71 =a, 1 e, portanto, que b=0e
ay—1 = a. (43)

Portanto a, 1 tem sempre um valor real. Mostra-se da mesma maneira
que

vi=c+dv-1 e V-1 =c—dv-1,

onde c e d sao reais.
Portanto

vityu-1 = 2c,
vy = a-

SNT: seguindo o uso de entdo, Abel escreve ‘imagindrio’ para aquilo que se chama
hodiernamente de ‘complexo’.
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Disto tira-se

v=c+v-1vVa*—c?, (44)

[144] e, por conseqiiéncia, vVa* — ¢? = d; donde se ve que Va* — ¢? tem
sempre um valor real.
Isto posto, se pode fazer

c = (y/p)¥cosé, Vat —c? = (y/p)* sen 4, (45)

onde p é uma quantidade positiva.
Disto segue que

2
@+ V=] = (v,
ou seja,
at = p; (46)

em conseqiiéncia, p serd igual ao valor numérico de a. Além disto vé-se que
a € sempre positivo se p for um niimero impar.
Conhecendo-se p e § teremos

v = (\/ﬁ)’“‘(cos& + /=1 sen 5)

e, por conseqiiéncia,
6+2 6+2
le(\/ﬁ)(cosﬂ_i_‘/_l sen M)
2 2

Substituindo-se este valor de {/v1 na expressdo (42) para z, esta toma a
forma:

1 2 — 2
I I Iz

+(f+g\/—_1)<cos2(5+uﬂ+\/_—l sen M)

+(F+G\/—_1)\/ﬁ(cosM+\/__1 sen M)
+(f1+g1\/—_1)<cosw+\/__1 sen M)_I_ ote. }

(47)
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onde p, A, f,9,F,G, etc., sao funcoes racionais de cos(27/u) e sen (2m/u)
e dos coeficientes de ¢(z) e 6(z). Encontrar-se-a todas as raizes dando-se a

m os valores 0, 1,2, 3, ..., u— 1.
A expressao precedente de = faz ver:
Teorema V. Para resolver a equacao p(z) = 0, é suficiente:

1. dividir a circunferéncia inteira do circulo em y partes iguais,
2. dividir um angulo §, que se pode construir a seguir, em p partes iguais,
3. e extrair a raiz quadrada duma tunica quantidade p.

Este teorema nao é mais que uma extensao de um teorema semelhante,
que o senhor Gauss fornece sem demonstracao na obra citada mais acima,
pag. 651.

[145] Deve-se ainda observar que as raizes da equagio ¢(z) = 0 sao ou
todas reais ou todas imagindrias. De fato, se uma raiz z é real, as outras o
sao igualmente, como o fazem ver as expressoes

0(z), 6*(z), ---, O x),

que nao contém mais que quantidades reais. Se, pelo contririo, x é ima-
gindrio” as outras raizes o serdo também pois se, por exemplo, 8™ (x) fosse
real, O~™(0™(z)) = 6(z) = z, se-lo-ia igualmente, contra a hipétese. No
primeiro caso a serd positivo e no segundo negativo.

Se © é um nimero impar, todas as raizes serdo reais.

O método que fornecemos neste paragrafo, para resolver a equagao ¢(x) =
0, é aplicavel em todos os casos, seja 0 nimero g primo ou nao; mas se y é
um numero composto, existe ainda um outro método que oferece algumas
simplificagoes e que iremos expor agora em poucas palavras.

Se tivermos p = m - n, as raizes

z, O(z), 6*(z), ..., 6" ()

"NT: como j4 observado anteriormente, seguindo o uso de entdo, Abel escreve ‘ima-
gindrio’ para aquilo que chamariamos modernamente de ‘complexo’.
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poderao ser agrupadas da maneira seguinte:

x, 0™ (z), 0°™ (z), ey OTIM(g),
(), 0" (z), 67™ti(z), ..., @ TDmHl(g),
6% (), 0™ 2 (z), 07 (z), ..., OTIMEZ(g)
0" (z), ™ (z), *™ (z), ..., 0™ (a).

Em fazendo-se, para abreviar,

0™ (2) = 61(), (48)

z=mz1, O(x)=my 0*(x)=23 ..., 0" '(z)=1n, (49)

se pode escrever as raizes como segue:

ll) 1, 01(331)7 0%(3}1), RN 9?_1(‘7"1)7
21) T2, ?1 ($2)7 9%(3;2), R 971171('7"2)7 (50)
ml) Tm, 01 (‘Tm)a 0%(‘777”)7 R 9?_1(‘7’.7”)'

Portanto, em virtude do que se viu no §2, se pode decompor a equagao
o(z) =0, que é do grau m - n, em m equagoes do grau n, cujos coeficientes
dependerdo de uma equacdo do grau m. As raizes destas m equagdes serao,
respectivamente, as raizes 1, 2, ..., m'.

Se n for um outro nimero composto, mi - ni, se pode decompor da
mesma maneira cada uma das equagoes de grau n, em m; equagoes [146]
do grau ni, cujos coeficientes dependerao duma equagao do grau my. Se
ny for ainda um niimero composto, se pode continuar a decomposicao da
mesma maneira.

Teorema VI. Em geral, se supusermos

U="1-Mg M3... My, (51)

a resolucgdo da equagio proposta p(z) = 0 se reduzird aquela de n equagoes
dos graus:

mi, Mo, M3, ceey My,
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E mesmo suficiente conhecer-se apenas uma raiz destas equagoes, pois
se se conhece uma raiz da equacao proposta, se tera todas as outras raizes,
expressas como funcoes racionais da raiz conhecida.

O método precedente é no fundo o mesmo que o senhor Gauss dd para
a reducao da equagao a dois termos z* — 1 = (.

Para fazer ver mais claramente a decomposicdo precedente da equacao
¢(z) = 0 em outras de graus menos elevados suponhamos, por exemplo,
p=30=5-3-2.

Neste caso as raizes serao

z, O(z), 6*(x), ..., 0%().
Para comegar, formemos uma equagao do sexto grau, cujas raizes serao
z, °(z), 0°@), 6°(), 6*(z), 6*(a).

Sendo R = 0 tal equacao, se pode determinar seus coeficientes, racionalmen-
te, através duma mesma quantidade y, que serd raiz duma outra equacio
do quinto grau: P = 0.

O grau da equagao R = 0 sendo ele préprio um niimero composto, for-
maremos uma, equagao do terceiro grau: Ry = 0, cujas raizes serao

z, 0°%@a), 6%()

e cujos coeficientes sdo funcgoes racionais de y, e de uma mesma quantidade
z, que € raiz duma equagao do segundo grau P; = 0, na qual os coeficientes
sS40 expressos racionalmente por y.

Eis aqui um quadro das operacoes

° + f(y,2) 2° + fi(y,2) T + faly, 2z) = 0,
2+ fy)z+ fily) =0,
Yo+ A1yt + Asy® + Az + Agy + A5 = 0.

Pode-se comegar por uma equagao do segundo grau em x ou mesmo com
uma equagao do quinto grau.
[147]

Retomemos a equagio geral p(z) = 0.

Em supondo-se 4 = m - n, se pode fazer

g+ f(y)a" T+ fily) a4 =0, (52)
onde y é determinado por uma equagao do m-ésimo grau:

y"+ Ay 4 =0, (53)
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na qual todos os coeficientes sao expressos racionalmente através de quan-
tidades conhecidas.
Isto posto, sejam

(54)

H=Mm1-M2-M3"* ... -1y, [§]
=M1 "N, L =M2 -N2;... € U =T, - Ty,,

diferentes maneiras de se decompor o nimero u em dois fatores, poder-se-4
decompor a equagdo proposta ¢(x) = 0 em duas outras das w maneiras
seguintes:

1. Fi(z1,y1) = 0, cujas raizes serdo z, 0™ (z), 2™ (z),...,0Mm~Dm1(z) ¢
cujos coeficientes sao func¢oes racionais duma quantidade y1, raiz duma
equacao f1(y1) =0, do grau m;.

2. Fy(z1,12) = 0, cujas raizes serdo z, 0™ (zx),02™2(x),..., 002~ m2(g)
e cujos coeficientes sao fungoes racionais duma mesma quantidade o,
raiz duma equagdo fa(yz2) = 0, do grau ma.

4. F,(z1,y.) = 0, cujas raizes serdo z, 0™ (z), 2™ (), ..., 0"~ Dmw ()
e cujos coeficientes sdo fungoes racionais duma mesma quantidade y,,,
raiz duma equacao f,(y,) = 0, do grau m,.

Suponhamos agora que mq,mo, ..., m,, tomados dois a dois, sejam pri-
mos entre si. Eu afirmo que se poderd exprimir o valor de z racionalmente
através das quantidades yi, y2, 3, ..., yn. De fato, se mi, mo, ..., my

sdo primos entre si, é claro que nao existe mais do que uma tnica raiz, que
satisfard por sua vez a todas as equacoes

Fl(iL',’yl) :O’ FQ("anQ) :07 LERR) Fw(wayw) :07 (55)

a saber, a raiz . Portanto, segundo um teorema conhecido, se pode exprimir
x racionalmente através dos coeficientes destas equagoes e, conseqiientemen-
te, através das quantidades y1,y2,- .-, Yu-

Eis aqui, portanto, a reducao da resolucao da equacao proposta a solucdo
de w equagdes, fi(y1) =0, fa(y2) =0, ..., fu(yw) = 0, que sdo respectiva-
mente dos graus mi, me, ..., My, € cujos coeficientes sao funcoes racionais
dos coeficientes de p(z) e 6(z).

[148] Se desejarmos que as equagdes

f1(y1) =0; f2(y2) =0; ... fw(yw) =0 (56)
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sejam [de grau] o menos elevado possivel, é preciso escolher my, ma, ..., my,
tais que estes niimeros sejam poténcias de niimeros primos. Por exemplo,
se a equagao proposta ¢(z) = 0 for do grau

N V2 17
H=&p "€y = €’ (57)
onde €1, €3,...,E, sa0 numeros primos diferentes, se terd
— — 2 _ RV
my=¢et, mg=c¢57, ..., My =¢cr. (58)

Sendo a equagdo proposta resolivel algebricamente, as equagoes (56)
também o serdo; pois as raizes destas equagoes sao funcoes racionais de x.
Pode-se resolve-las facilmente da seguinte maneira:

A quantidade y é uma fungao racional e simétrica das raizes da equagao
(53), ou seja, de

z, 0™(z), ™), ..., 0" V™(g). (59)
Sejam
y=F(z)=f (w o™ (), 02™ (), . .. ,0("_1)m(m)), (60)
entdo as raizes da equagao (53) serao
F(z); F(0(z)), F(0*(z)), ..., F(O™ '(z)); (61)
eu afirmo que se pode exprimir estas raizes da maneira seguinte:

v Ay), XN, ..., A"THy), (62)

onde A(y) é uma funcdo racional de y e de quantidades conhecidas.
Se tera

F(0(x)) = [{0(),00™ (2)),000™" (@)),...,00" ™ (@)}, (63)

portanto F'(6(z)) serd, bem como F(z), uma funcio racional e simétrica das
raizes z, 0™ (z), ..., 6" D™ (z), donde se pode, pelo processo encontrado
em (24), expressar 1(6(z)) racionalmente através de 1(z). Seja portanto

P(0(z)) = Mp(z)) = AMy),

ter-se-4 (em virtude do primeiro teorema), ao substituir-se z por 8(z), 6%(z),

ey 0 (1)
P(0%(z)) = M(0(z)) = X*(y),
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P(0*(z)) = A@(0*(z) = X(y),

PO @) = AWO™ (@) = (),

0 que queriamos demonstrar.
Como agora as raizes da equagao (53) poderiam ser representadas por:

Y, A®), AN@), ..., A" Hy),

se pode resolver algebricamente esta equagdo da mesma maneira que [149]
a equagao ¢(z) = 0 (Veja o teorema III.)

Se m é uma poténcia dum nimero primo, m = €, se pode ainda deter-
minar y com o auxilio de v equagoes do grau €. (Veja o teorema VI.)

Se no teorema III se supuser que p seja uma poténcia de 2, ter-se-&,
como corolario, o teorema seguinte:

Teorema VII. Se as raizes duma equacao de grau 2¥ puderem ser re-
presentadas através de

z, O(z), 6*z), ..., 0% l(z) onde 6% (z)=rz,

esta equacao poderd ser resolvida com o auxilio da extracdo de w raizes
quadradas.
Este teorema, aplicado a equacao
-1
z—1

onde 1 + 2% é um ntmero primo, did o teorema do senhor Gauss para o
circulo.

84.
Das equacgoes para as quais todas as raizes podem ser expressas racio-
nalmente por uma dentre elas.

Vimos anteriormente (teorema III) que uma equagdo de grau qualquer,
cujas raizes podem ser expressas por

z, 0(z), 6*(z), ..., Oz
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é sempre resoluvel algebricamente.

Neste caso todas as raizes sao expressaveis racionalmente por uma dentre
elas; mas uma equacio cujas raizes possuam esta propriedade nao é sempre
resolivel algebricamente; apesar disto, excetuando o caso considerado, existe
ainda um outro, no qual isto ocorre. Tem-se o teorema seguinte:

Teorema VIII. Seja x(z) = 0 uma equagio algébrica qualquer, cujas
raizes possam todas ser expressas racionalmente por uma entre elas, que de-
signaremos por z. Sendo 6(z) e 61 (x) duas outras raizes quaisquer, a equagao
proposta serd resolivel algebricamente se tivermos (61 (z)) = 61(6(z)).

A demonstracao deste teorema pode ser reduzida imediatamente & teoria
exposta no §2, como iremos ver agora.

Se se conhece a raiz z, ter-se-4 também simultaneamente todas as outras;
é suficiente, portanto, procurar o valor de .

Se a equacao

x(z) =0 (64)

nao for irredutivel, seja

p(z) =0 (65)

[150] a equacdo menos elevada, a qual possa a raiz z satisfazer, os coefi-
cientes desta equacao nao contendo mais que quantidades conhecidas. Neste
caso as raizes da equagio ¢(z) = 0 se encontrardo entre as raizes da equagio
x(z) = 0 (veja o primeiro teorema) e, por conseqiiéncia, poderao ser expres-
sas racionalmente por uma dentre elas.

Isto posto, seja 6(x) uma raiz diferente de z. Em virtude daquilo que
foi visto no primeiro pardgrafo, as raizes da equagdo ¢(z) = 0 poderdo ser
expressas como se segue:

z, 6(z), 6*(z), ..., 6" (z),
x1, 9(5E1), 92($1), ceey 9”_1(x1),
Tm—1, 9(.’L‘m_1), 92($m_1), ceey 9”71(.’1,'7”_1),

e, em se formando a equacao
g+ A A2 A S e A D g4 A — (66)

cujas raizes sao z, 0(z), 0%(x), ..., 6" (z), os coeficientes A’, A", ..., A
poderao ser expressos racionalmente por uma mesma quantidade y, que sera
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raiz duma equacio irredutivel®:
Y =py™  pey™ Pt 4 Py +pm =0, (67)

cujos coeficientes sdo quantidades conhecidas (veja §2).

A determinacdo de x pode efetuar-se com o auxilio das duas equagoes
(66) e (67). A primeira destas equagbes é resolivel algebricamente, em se
supondo conhecidos os coeficientes, o que equivale dizer, supondo-se y co-
nhecido (veja o teorema IIT). Quanto 4 equagdo em y, iremos demonstrar que
suas raizes gozam da mesma propriedade que aquelas da equacao proposta
»(z) =0, a saber de serem expressiveis racionalmente por uma dentre elas.

A quantidade y é [veja (15)] uma certa fun¢ao racional e simétrica das
raizes z, 0(z), 0%(z), ..., " (x). Em fazendo-se

(y = f(z,0(x),6%(z),...,0" (),

as outras raizes da equagdo (67) serdo:
{y1 = f(z1,0(x1),60%(x2), ..., 0" (21)), (68)

\ymfl = f(l'mfla O(J;mfl)a 02(:L'm,1), s aan_l(‘rmfl))-

[151] Agora, no caso em questao zi, ..., Zy—1 serdo fungdes racionais da
raiz z. Facamos, em conseqiiéncia,

z1 =60(z1), z2=0(z2), ..., Tm-1=0mn_1(z),

entdo as raizes da equagio (67) terdo a forma:

v = £(01(2), 0001 (2)), 001 (=), -..,0" " (0(a)) ).
Conforme a hipétese, as fungoes 6(z) e 01(x) tém a propriedade
0(61(z)) = 61(6(2)),

equacao que, em virtude do teorema I, terd lugar substituindo-se no lugar
de z uma outra raiz qualquer da equacdo ¢(z) = 0. Disto obtém-se sucessi-
vamente

0%(01(z)) = 0(61(6(2))) = 61(6°(2)),

8Demonstrar-se-3 facilmente que esta equacio nio pode ser redutivel. Seja R =0 a
equagdo irredutivel em y, e v seu grau. Em eliminando-se y, se terd uma equagio em z do
grau nv; portanto nv > u. Mas se tem p = n - m e, portanto, ¥ > m, o que é impossivel,
pois v é menor que m. Logo, etc.
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0*(01(z)) = 0(6:(6°(2)) = 61(6°(2)),

0 (O1() = 000" () = 016" (2).
Com isto, a expressao de y; tornar-se-a
y = 1(61(2),01(0(2)), 61 (6%(2)). ..., 6: (0"} (2))),
e vé-se que y1, como ¥, é uma funcdo racional e simétrica das raizes
z, 0(z), 6*(z), ..., 0" =)

Logo, em virtude do §2, se pode exprimir y; racionalmente através de y e
de quantidades conhecidas. O mesmo arrazoado aplicar-se-4 a toda raiz da
equagao (67). Sejam agora A(y) e A1 (y) duas raizes quaisquer, eu afirmo que
se terd

A1) = Ac(A(y))-
De fato, tendo-se, por exemplo,
) = £(02(2),001)), ...,6" 7 (61(2)))
se
Yy = f(m,O(:v), e ,0”_1(33)),
se terd, colocando 0y(x)) no lugar de z:
A(ws) = £(61(62(2)), 0(61(62(2))), .., 0™(61(62()) ),
onde

yz2 = f(02(2),0(62(2)), - .., 0" (62(2)))) = M (),

portanto

A4 @) = £ (6:(0:(2)), 001 (03(2)) -, 0"~ (01 (6:()))

e, igualmente,

M) = 1 (02(01(2),000:(01(2))), ., 6" (6:61(2)))).
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donde, uma vez que 01(02(z)) = 02(01(z)),

A1) = A (M)

As raizes da equacdo (67) terdo, portanto, precisamente a mesma pro-
priedade que aquelas da equagdo ¢(z) = 0.

[152] Isto posto, se pode aplicar & equacao (67) o mesmo procedimento
que & equagdo p(xz) = 0; isto significa dizer, a determinagdo de y pode
se efetuar com o auxilio de duas equacgoes, das quais uma serd resoltivel
algebricamente e a outra terd a propriedade da equagio ¢(z) = 0.

Portanto, o mesmo procedimento pode ainda ser aplicado a esta ltima
equacdo. Em se continuando, fica claro que a determinacdo de xz poderd
se efetuar com o auxilio de um certo niimero de equacGes que serdo todas
resoluveis algebricamente. Portanto, finalmente, a equacgao ¢(x) = 0 serd
resoliivel com o auxilio de operagoes algébricas, em supondo-se conhecidas
as quantidades que com x compdem as funcoes:

o(z), 0(z), 01(z), 0O2(z), ..., Om_1(z).

E claro que o grau de cada uma das equagoes as quais se reduz a deter-
minagao de z, serd um fator de y que marca o grau da equagao p(z) = 0.
Disto segue:

Teorema IX. Se se designa os graus destas equagdes respectivamente
por

n, ni, no, N (78
se terd
H=N"-"N1"N2...My.

Unindo o que precede com aquilo que foi exposto no §3 ter-se-a o seguinte
teorema:

Teorema X. Supondo-se o grau u da equagido p(z) = 0 decomposto
como se segue:

1% 12 1% V,
p=g ey - €5° ... .2, (69)

onde €1, €9, €3, ..., £q 520 nimeros primos, a determinacao de x poderd se
efetuar com o auxilio da resolucio de v, equagoes do grau €1, de o equagoes
do grau €2, etc., e todas estas equagoes serdo resoliveis algebricamente.

No caso em que pu = 2", se pode encontrar o valor de £ com o auxilio da
extracao de v raizes quadradas.
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§5.

Aplicagées as fungées circulares.

Designando-se por « a quantidade 27/u, sabe-se que se pode encontrar
uma, equagao algébrica do grau u, cujas raizes serdo as u quantidades:

cosa, cos2a, cosda, ..., COSpua,

[153] e cujos coeficientes serdo nimeros racionais. Esta equacao serd

1 s 1 pp—3
v_Z,ogh2y 2 HP\BTO)
g’ — - +16 T3 % 0. (70)

Vamos ver que esta equagio tem a mesma forma que a equagdo x(z) = 0,
considerada no paragrafo precedente.

Seja cosa = z, ter-se-4 segundo uma, férmula conhecida, qualquer que
seja a:

cos ma = 6(cosa), (71)

onde 6 designa uma fungdo inteira. Portanto cos ma, que exprime uma raiz
qualquer da equagao (70), serd uma fun¢ao racional da raiz z. Seja 6 (z)
uma, outra raiz, eu afirmo que se terd

0(01(x)) = 01(6(x)).

De fato, seja 61(z) = cosm'a, a férmula (71) dard, colocando-se m’a no
lugar de a:

cos(mm'a) = O(cosm’a) = 0(01(z)).
Da mesma maneira se tera
cos(m'ma) = 61 (cosma) = 01(6(z)),
portanto:
0(61(z)) = 01(0(z)).

Portanto, de acordo com o que se viu no paragrafo precedente,

™
T ou COsS a = COS —
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poderd ser determinado algebricamente. Isto é conhecido.
Suponhamos agora que u seja um niimero primo igual a 2n + 1; as raizes
da equagao (70) serao:

27 47 dnm

COS m, COS m, ..., COS m, cos 2T.

A dltima raiz, cos 27, é igual & unidade, portanto, a equagdo (70) é divisivel

por x—1. As outras raizes serdo sempre iguais entre si aos pares, pois tem-se

2mw (2n+1—m)2m ~ .
===, portanto pode-se encontrar uma equagao cujas

COS 9,11 = COS 5,11

raizes serao

2w 4T 2nm (72)
cos coOS ———, ..., COS .
2n + 1’ 2n +1’ ’ 2n+1
Esta equagao sera:
1 1 1
"+ Ex”_l - Z(n —1)z"% - g(n —2)z" 3
1m=n=3) 4y, 1L0=20=3) .5
16 1-2 32 1-2
(73)
Isto posto, seja [154]
2r
€0 5 — 7 =T =cosa,
se tera, apés o que precede:
2
cos 27;7:1 = 6(z) = cosma.
A equagdo (73) serd portanto satisfeita pelas raizes
z, O(z), 0°(z), 6°(a), (74)

Tem-se, qualquer que seja o valor de a:
f(cosa) = cos ma.

Dai se tira, sucessivamente:

6?(cosa) = 6(cosma) = cosma,

63(cosa) = 6(cosm?a) = cosmia,

0“(cosa) = 6(cosm* la) = cosma.
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As raizes (74) ficarao, portanto,
cosa, cosma, cosm?a, cosm®a, ..., cosmfa, ... (75)

Isto posto, se m é uma raiz primitiva para o médulo 2n + 1 (veja Gauss,
Disquisitiones arithmeticae, pdg. 53), eu afirmo que todas as raizes

cosa, cosma, cosm’a, ..., cosm" ‘a, ... (76)
serao diferentes entre si. De fato, se se tivesse
cosmta = cosm”a,
onde u e v s30 menores que n, se obteria:
mta = +mYa + 2k,
onde k é inteiro. Isto fornece, ao substituir-se a pelo seu valor 27/(2n + 1),
mt = +£m” + k(2n + 1),
donde
mt Fm? = m’ (mP F 1) [ =k(an + 1)],
e, em conseqiiéncia,
m2u—r) _q
seria divisivel por 2n + 1, o que é impossivel, pois 2(u — ) é menor do que
2n, e foi suposto que m é uma raiz primitiva.
Se tera ainda
cosm”™a = cosa,
pois m?" — 1 = (m™ — 1)(m™ + 1) é divisivel por 2n + 1; portanto:
m" = —-1+k(2n + 1),
e, em conseqiiéncia,
cosm™a = cos(—a + k2m) = cos a.

[155]
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Disto se vé que as n raizes da equagao (73) poderao se expressar através
da (76); o que significa dizer, por:

z, O(z), 0*z), 6(z), ... 6" (z), onde 0" (z) = x.

Portanto, em virtude do teorema III, esta equacao sera resoluvel algebrica-
mente.

Em fazendo-se n = m1-moy ... my, se pode dividir a circunferéncia inteira
do circulo em 2n + 1 partes iguais, com auxilio de w equagoes dos graus my,
Mg, M3, ..., M. € 08 NUMeros Mmji, Mo, M3, -.., My, SA0 Primos entre si,
os coeficientes destas equacgoes serdo niimeros racionais.

Em se supondo n = 2%, ter-se-4 o teorema conhecido sobre poligonos
regulares, que podem ser construidos geometricamente.

Em virtude do teorema V se vé que para dividir a circunferéncia inteira
do circulo em 2n + 1 partes iguais, é suficiente

1. dividir a circunferéncia inteira do circulo em 2n partes iguais,
2. dividir um arco, que se pode construir a seguir, em 2n partes iguais,
3. e extrair a raiz quadrada duma tnica quantidade p.

O senhor Gauss enunciou este teorema no seu Disquisitiones, tendo acres-
centado que a quantidade da qual se deve extrair a raiz sera igual a 2n + 1.
E isto que se pode demonstrar facilmente como se segue.

Vimos [(40), (38), (46)] que p é o valor numérico da quantidade

(:c +af(z) + a0 (z) + -+ a”—len—l(m))

(m +a"10(z) + " 20%(z) + - - - + aO"_l(x))

onde o = cos2m/n + v/—1 sen2rw/n. Substituindo-se z, 6(z), ... pelos seus

valores cos a, cos ma, cosm?a, ... se terd

+p = {cosa+acosma+a2cosm2a+----I-a"_lcosm”_la X

n—2

{cosa+a"_1 cosma + « cosm2a+---+acosm”_1a}.

Desenvolvendo-se e colocando +p sob a forma

tp=ty+tia+taa’ 4+ +ty_1-a" 7},
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encontrar-se-a facilmente:

t, =cosa - cosm*a + cosma - cos m*tla + o+ cosm™ 1 Ha - cosm™ La+

n—p+1

cosm™ Ha - cosa + cosm a-cosma+---+cosm™ la-cosm* a.

Agora, se tem
cosm”a - cosm* T q = % cos(m*t"a + m”a) + % cos(m*™a — m”a),
portanto
ty = %{ cos(m* + 1)a + cos(m* + 1)ma +
+ cos(m* + 1)m2a + - - + cos(mH + 1)m"_1a}
-I-%{ cos(m* — 1)a + cos(m* — 1)ma +
+ cos(m# — 1)m2a + - - - + cos(mt — 1)m"71a}.

[156]
Se se faz (m* 4+ 1)a = d', (m* — 1)a = a”, ter-se-a:

t, = %{ cosa’ + 0(cosa') + 6%(cosa’) + - -+ + 6" (cos a')}

1
+§{ cosa” + 0(cosa") + 6*(cosa”) + --- 4+ 0" (cos a”)}.

Isto posto, existem dois casos, a saber: u é diferente de zero ou nao.

No primeiro caso é claro que cosa’ e cosa” sdo raizes da equagao (73),
portanto cos a’ = §°(x), cosa” = 0°(z). Substituindo-se, virs, observando-se
que 0" (z) = x:

t, = 2{95 + 09t () + ..._|_9”_1(3;)+$+9(.’E)+"'+95_1($)}

{95 o )+---+0”*1(w)+a:+9(x)+---+0H(x)},
portanto
ty =1z +0(z)+6%(z) + - + 60" (z),

o que significa dizer que ¢, é igual & soma das raizes; por conseqiiéncia, em
virtude da equagao (73):

N =

t, =
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No caso em que u = 0, o valor de ¢, tornar-se-4:

1 1
ty = 5{ cos 2a + cos 2ma + - - - + cos 2m"_1a} + 2 7]
agora cos 2a é uma raiz da equagao (73), portanto, fazendo-se cos 2a = 6°(z),
se tera:

cos 2a 4 cos 2ma + - - - + cos 2m™ la = 0(z) + 071 (z) +
1
+o 0" @)+ +O(@) -+ 00 (7)) = ~5»
e, em conseqiiéncia:

1 1

to=-n— -
075" 7%

Em virtude destes valores de tg e ¢, o valor de £p serd

1 1 1
tp=gn-7-3 {a+a2+a3+---+a"—1},
mas o+ a? + o + --- + "1 = —1, portanto
n 1 +1
= —n —
p 2 4’

e como p é essencialmente positivo, p = (2n + 1)/4. Esse valor de p di

1
\/ﬁ: 5\/2’]’L+1,

portanto a raiz quadrada que se tem a extrair é aquela do ntimero 2n + 1,

como diz o senhor Gauss®.

Christiania!®, 29 de marco de 1828.

?Nota do redator (Crelle): O autor desta memdria dard em outra ocasifio aplicagdes as
fungdes elipticas. NT: Abel morreu sem fazé-lo.
1ONT: Christiania é o nome antigo de Oslo.



