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Sur Uitération des polynomes réels quadratiques ;

Par P. J. MYRBERG.

1. IxTropUCTION. — La théorie générale de Ditération des
fonctions rationnelles est une branche d’analyse fondée et déve-
loppée dans les grandes lignes par G. Julia et P. Fatou dans leurs
travaux remarquables parus il y a plus de quarante années (‘).
Malgré les exemples particuliers qu'on y trouve et qui sont propres
a expliquer certains phénoménes qu’on rencontre dans ce domaine,
on n’a pu jusqu'ici, méme dans le cas des polynomes, trouver
une solution compléte du probléme en question.

En nous limitant dans le travail présent au cas le plus simple
non linéaire, c’est-a-dire aux polynomes réels de second degré,
nous observons que méme dans ce cas spécial on rencontre des
difficultés considérables, dont 'explication exigera des recherches
ultérieures.

Comme application, nous traiterons a la fin les fonctions entiéres
ayant un théoreme de multiplication réel quadratique, dont
certaines fonctions exponentielles et trigonométriques nous
donnent des exemples.

2. Gingravrris. — Comme point de départ nous choisissons

le polynome
(2:1) =2+ p="P,(x) (p réel),

(") G. JuLia, Mémoire sur Uiléralion des fonctions rationnelles (Mémoire
couronné par ’Académie des Sciences de Paris : Grand Prix des Sciences mathé-
matiques, 1918) (J.-Math. pures el appl., 7¢ série, t. 4, 1918); P. Farou, Sur les
équations fonctionnelles (Bull. Soc. Math. Fr., t. 47, 1919 et t. 48, 1920).
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auquel on peut, par un changement linéaire de variable, réduire
chaque polynome réel quadratique. En I'itérant n fois on parvient
a un polynome

(2.2) = B ()

de degré 2", dont les membres sont des fonctions rationnelles
entiéres de p ayant comme coefficients des nombres entiers non
négatifs. Dans ce qui suit, le dernier coefficient P, (o) = G (p)
de degré 2" en p nous intéresse spécialement. Ce coefficient
peut é&tre calculé, pour chaque valeur n, par la formule de
récurrence

(2.3) Gunr (p)=Gi(p)+p

en observant que G, (p) = p.
Regardons maintenant I'équation

(2.4) Pl @) =@
définissant les points fixes de la substitution (2.2). Les points
(2.5) w=Pylas) (u=0; 1; 2y sy B—1)

sont alors eux-mémes des points fixes de (2.2) qui se permutent
circulairement si I'on effectue la substitution (2.1). Les points (2.5)
forment un cycle X, d’ordre n qui est primitif, si les points (2.5)
sont différents entre eux, ce qu'on peut toujours supposer. En

vertu de la réalité de p, les points (2.5) sont en méme temps tous
réels ou tous imaginaires.

Formons maintenant I'expression

=P, (@),

donnant la valeur commune de la dérivée de P, () dans les points
fixes (2.5) de E,. Cette quantité, le multiplicateur du cycle I,
joue un role important en expliquant les propriétés géométriques
de litération au voisinage des points du cycle en question. Nous
appellerons le cycle attractif, répulsif ou indifférent selon que

ISttt S aivon . |8l=1



SUR L'ITERATION DES POLYNOMES REELS QUADRATIQUES. 34

Regardons spécialement les cycles-zéros, c’est-a-dire les cycles
attractifs dont le multiplicateur S = o. Outre le point a Iinfini
qui peut &tre regardé comme cycle-zéro d’ordre 1, les cycles de la
catégorie en question peuvent exister seulement pour les valeurs
réelles de p qui annulent un polynome p, = G, (p). Dans ce cas,
le cycle-zéro consiste dans les points

Oy s Py oo Pt

formant un cycle d’ordre n.
L’importance de ces cycles ressort du fait que leur connaissance
conduit & une construction des cycles attractifs de tous les ordres.

3. SUR LES zEROS REELS DES PoLYNOMES G, (p). — On constate
immédiatement que chaque polynome G, (p) s’annule pour p = o.
On peut donc écrire

(3.1) Gu(p) =pLu(p),

ou I', (p) est un polynome de degré 2*' — 1 de la méme sorte
que G, (p) et vérifiant a la formule de récurrence

(8.2) Toa(p) =1+ pTi(p).

Les premiers parmi ces polynomes sont
Li(p)=1, L.(p)=1+p, Ly(p)=1+pQ+p)
On démontre facilement que

Tu(—2)=—1 pour n>1
et

T.(0)=1, ey (—1)=0, Pops (— 1) =1 pour 1.

Les coefficients de I', (p) étant tous non négatifs, tous les zéros
réels doivent étre négatifs.

Pour indiquer d’une maniére plus précise leur position, nous
allons démontrer le théoréme suivant :

TutorimMe 1. — On a dans Uintervalle (— 2 = p = o)
(3.3) ITulp) | =1

Pour le démontrer par induction, nous supposons que (3.3)
a lieu pour une certaine valeur n. Si d’abord [pI}|<e<1,

Journ, de Math., tome XLI. — Fasc. 4, 1962. 43
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on a, en vertu de (3.2) \[‘,,+,‘< < 1. Si en second lieu
Comme I, =

.1, on a 51,,,.\—-.111"\

notu, théoréme 1 est démontré.
Nous pouvons maintenant formuler le théoreme suivant,

donnant d’une maniére plus précise la position des zéros des

Ly

polynomes I',(p).

Tutorime 2. — Tous les zéros réels de T',(p) appartiennent &
Uinteryalle
(3.9) —apL—1.

Soit d’abord p -~ -—=2. On a alors [, (p)! > 1. En effet,
en supposant que |I',| > 1 on obtient de (3.2)

[Tasa | =1pL5 | —

Soit ensuite — 1 < p < 0. On a alors, en vertu de (3.2),

en contradiction avec le théoreme 1. Notre théoréme 2 est ainsi
complétement démontré.

On peut démontrer que le nombre N des zéros réels de I', aug-
mente indéfiniment avec n [6]. Nous nous contenterons ici de
donner ce nombre N pour les premiéres valeurs de n :

Bt B, s 3 4 5 6.7 8 g 10
Nevernnn. L 1 a2 3 5 g 16 a8 51
4, VALEURS SINGULIERES DU PARAMETRE p. — Regardons

maintenant 'ensemble des points représentant les zéros réels des
différents polynomes I, (p) qui, comme nous l'avons vu, sont
tous situés dans 'intervalle (3.4).

Leur nombre étant infini, on peut se proposer de déterminer
leurs points d’accumulation. Les valeurs du parametre p corres-
pondantes, valeurs singuliéres de p, jouissent alors d’une propriété
remarquable : il existe dans leur voisinage des valeurs de p condui-
sant ‘aux cycles attractifs dont 'ordre est supérieur & un nombre
quelconque donné d’avance.
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Une méthode simple pour la construction des valeurs singuliéres

de p est fondée sur le théoréme suivant :

Tutorime 3. — Entre deux zéros x, . etx, . de I, . resp. T,
il existe toujours au moins un zéro x, de I',.

On a en effet d’apreés (¢

pour p=<{-—1¢

Lty ) =1, Lo(ys)=14p<o,

d’ou résulte notre théoréme 3.

L’ensemble des valeurs singuliéres étant fermé, il posséde un
maximum py et un minimum p,,. Nous avons dans notre travail [5]
démontré que py=—a2. Il reste encore a déterminer le minimum p,,.

Une solution de ce probléme est fournie par le théoréme suivant,
dont nous ne donnerons la démonstration qu'a grands traits
en renvoyant a notre travail [6].

Tutorime 4. — Il existe un nombre infini d’intervalles de p :

(h.1) A p<Ty

Tyin

ayant les propriétés suivantes :

1. Chaque intervalle A, contient un seul zéro =, des polynomes I',,
a savoir un zéro de T,.

2. Pour les valeurs p d'intervalle A,, il existe un cycle attractif
réel d’ordre 2* devenant cycle-zéro pour p = =,.

3. Il existe la limite

limoy=p,>-—2

el celte limite est égale au minimum cherché.

Pour la démonstration nous partons des points fixes

/l
*\/] —r

1,'~ Le point fixe ¢, étant

(B.2) =

de la substitution (2.1), réels pour p =~
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toujours attractif (indiﬁércnt pour p = %)ale point fixe ¢. est

attractif seulement pour les valeurs

R =EEp -
: 1
. 3 . o 5
En dépassant la valeur p = — v le point ¢. devient indifférent
avec le multiplicateur S = — 1 et ensuite répulsif. En méme

temps les points fixes nouveaux

(h.3)

,_i\/f}p (p=1,2)

de P. () seront réels formant un cycle attractif de deuxieme ordre
pour les valeurs

Byr Db

1 A
Dans ce nouvel intervalle est situé le point p = —1, zéro
de I, (p). Pour la valeur p = —; le cycle (qi, §.) est indifférent
ayant le multiplicateur S = — 1 pour devenir ensuite répulsif.

En méme temps on obtient un cycle de quatriéme ordre réel et
attractif et ainsi de suite.

Quant a la troisitme propriété, elle est la conséquence d’un
théoréme général trouvé par G. Julia et P. Fatou, limitant le
nombre des cycles attractifs par I'ordre de la fonction rationnelle
itérée (*). D’apres ce théoréme il ne peut exister, dans le cas actuel,
qu’un seul cycle attractif (ou indifférent) au plus, outre le point
a Pinfini. 1l s’ensuit évidemment' que le. nombre p,, doit &tre plus
grand que tous les zéros des polynomes I', différents des zéros =..

On trouve par interpolation pour p, la valeur approxima-
tive p,=—T1,401 155.

Nous faisons remarquer pour terminer que, pour une valeur
singuliére du paramétre p, la substitution correspondante (2.1)

(*) G. Juuia, p. 137; P. FaTou, p. 141.
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a une propriété remarquable : le nombre des valeurs limites cons-
tantes des fonctions itérées P, () est infini.

5. L’EXISTENCE DES CYCLES ATTRACTIFS. — Nous allons mainte-
nant démontrer le théoréme suivant, propre a expliquer la nature
des cycles pour différentes valeurs du paramétre réel p.

- £ '
TutoriME 5. — Pour les valeurs p > ; tous les cycles sont
1

imaginaires et répulsifs, pour p = — 2, ils sont tous réels et répul-
sifs. Pour les valeurs restantes de p :

(3.1) ”-)_\’I‘\/fi
il existe aussi bien des cycles réels que des cycles imaginaires. Seuls
les premiers peuvent étre atlractifs, les cycles imaginaires étant
toujours répulsifs.

Pour la démonstration, nous regardons d’abord le cas p > :

Si alors @ est un point réel quelconque, on aura

est monotone et croissante. La limite de cette suite, étant évidem-
ment un point fixe de la substitution (2.1), elle ne peut pas étre
finie, les points fixes (4.2) étant maintenant imaginaires.
On a donc pour toute valeur réelle de @ :
lim 2, =,
et
d’ou il résulte qu’il n’existe pas de cycles réels. Les cycles étant
donc imaginaires et deux a deux conjugués, il en est de méme
pour leurs multiplicateurs. En vertu du théoréme de G. Julia
et P. Fatou, cité dans le chapitre 4, les cycles sont done répulsifs.
Quant au cas p =~ — 2, nous renvoyons pour la démonstration
a notre travail [2].
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Passons maintenant au troisiéme cas (5.1). Soit alors p, un

zéro d’un polynome I',(p). Le multiplicateur S étant égal a zéro
pour le cycle-zéro correspondant, il existe, a cause de la continuité
de la fonction S = S (p), un intervalle

(5.2) Dy— e < p < Potg,

pour lequel [S|< 1, le cycle en question est donc attractif.
Il existe donc une infinité dénombrable d’intervalles de p, exté-
rieurs I'un & Pautre, pour lesquels il existe des cycles réels attractifs
conduisant aux cycles-zéros par une variation continue du para-
metre p.

Notre théoréme étant ainsi démontré, il reste encore un probléme
pour que soit compléte 'explication du cas présent, a savoir la déter-
mination des propriétés de 'ensemble complémentaire des sommes
des intervalles (5.2). Malheureusement nous sommes obligés de
nous borner aux remarques précédentes a cause des diflicultés
que nous n’avons pas pu jusqu'ici complétement surmonter.

6. DOMAINE D’ATTRACTION DU POINT A L’INFINL — Soit en

général D, le domaine total de convergence d'un point fixe g,
c’est-a-dire I’ensemble des points @ pour lesquels la suite infinie
des points itérés x, = P, (z) converge vers ¢q. D’aprés la théorie
générale, I’ensemble D, est constitué par un domaine connexe D,,
domaine immédiat de convergence renfermant le point fixe ¢ et
par ses antécédents, c’est-a-dire par les domaines obtenus de D,
par l'itération de la substitution inverse algébrique.

En choisissant ¢ = % nous avons, pour la détermination du
domaine correspondant D, a distinguer entre trois cas différents
traités déja ci-dessus. o

1

Premier cas : p > ;- — Dans ce cas, ou tous les cycles sont

1
imaginaires et répulsifs, le domaine D,, formant en méme temps
le domaine total d’attraction, est un domaine de connexité infinie,
dont la frontiére se compose d’une infinité de points formant un
ensemble discret.
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Deuxiéme cas : p = — 2. — Dans ce cas ou tous les cycles sont
réels et attractifs, la frontiere de D, se compose d’un ensemble
de points situés dans l'intervalle

(6.1) — Q=X e

Cet ensemble est discret pour p << — 2 et identique a Dinter-
valle (6.1), o ¢, =2 pour p = —2. Pour la démonstration

nous renvoyons a notre travail [2].

' .
=B P g— Pour aborder ce cas compliqué,

nous faisons remarquer d’abord que la partie (6.1) de I'axe réel
est située en dehors de D,. On a en effet pour les points de (6.1)

Gi+pP=1,

et d’autre part, on a
L p>—qi.
11 s’ensuit que la frontiére C de D renferme des continus séparant
les points de I'intervalle (6.1) du point fixe 2 = .
Cette remarque préliminaire étant faite, nous allons démontrer le

Tutorime 6. — Pour p > o la frontiére de D, est située en
dehors du cercle
K: |@|=q,

pour p < o a Uintérieur de K. Pour p = o la courbe C est identique
avec K.
Posons pour la démonstration :
o= re®, | = rieln,

On aura alors
ri=r*—-p*+2pricosan.

Soit d’abord p > o. On a alors pour r =g, :

P =q

et plus généralement r, = ¢,. Le point z est donc situé en dehors
de D..
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Soit en second lieu p << o. Si r>

1, ON aura
Pt p g p =g

D’une maniére plus précise, on a

=g =2¢:(r—qi)
d’ou
ra— g2 (20)"(r — q1),
donce
lim r, =2,

puisque |2 ¢, | > 1. Notre théoréme est ainsi complétement
démontré.

En appliquant une méthode employée par Julia pour certains
exemples numériques, on peut démontrer que dans le troisiéme cas
le domaine D, consiste en un domaine simplement connexe,
identique au domaine total de convergence.

Pour étudier la question d’une maniére plus détaillée, nous

regardons d’abord le cas ~;f < p = - Alors la frontiére C de D,

=3
4

est une courbe de Jordan fermée, symétrique par rapport a I'axe
réel et entourant le point fixe attractif ¢..
Dans le cas actuel, elle rencontre cet axe seulement dans les

points 4+ ¢,. Dans le cas extréme p :2 le point fixe indifférent
¢y = ¢. est situé sur la courbe C.

Supposons ensuite que —7) <p 3‘ Dans ce cas la courbe C

se compose de deux parties fermees se rencontrant dans le point
fixe répulsif ¢, et de ses antecedantes

En dépassant la valeur p = —7| le nombre des parties de C
s’augmente indéfiniment. Les courbes partielles composant C se
rencontrent dans les points fixes des cycles répulsifs ou leurs
antécédents. Ces courbes entourent des domaines dont I’ensemble
forme le domaine total de convergence pour un cycle fini attractif.
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7. SUR LES FONCTIONS ENTIERES AYANT UN THEOREME DE
MULTIPLICATION REEL QUADRATIQUE. — Comme application nous
traiterons I’équation fonctionnelle
(T.1) o(kt) =g (L) +p
appartenant a la catégorie des équations étudiées par Poincaré.
Parmi les fonctions entiéres, satisfaisant 4 une équation de la
forme (7.1), on peut nommer les fonctions

o(t)=¢e et 9 (1) =2cost

obtenues pour les valeurs p = o resp. p = — 2.
En cherchant les solutions entiéres de (7.1) nous introduirons
le développement toujours convergent de ¢ (t) :
o(t) =Y, et
n=o
En la substituant dans (7.1) et en comparant les coeflicients des
diverses puissances de t, on aura pour les coeflicients ¢, des expres-
sions dépendant d’un paramétre. La solution générale de (7.1)
peut alors s’exprimer sous la forme
o (l) =9 (cut?)
par une solution spéciale satisfaisant aux conditions
g(0)=¢, ¢'(o)=1,
ot k = 2 g et ol ¢ est un point répulsif de (2.1). Nous nous conten-
tons pour la briéveté de traiter un seul cas, en choisissant ¢ = g,.
En observant que la fonction ¢ (f) donne une représentation
conforme dans le point ¢t = o, on déduit du théoréeme 6, comme
conséquence immédiate le théoréme suivant, donnant les valeurs
asymptotiques de la fonction ¢ (¢) sur les rayons tracés par
Torigine.

Tutorime 7. — La fonction ¢ (t) admet pour t — + = la valeur
asymptotique infinie sur chaque rayon contenu dans un certain angle
A*(p): —a<argt<a,

o\ n T
ot o < pour p <o et a>_ pour p <o.

Journ. de Math., tome XLI. — Fasc. 4, 1g62. 44
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Elle admet pour p > —{ la valeur asymplotique q. sur chaque

rayon contenu dans un certain angle
A-(p): —(m—Bf)<argt<<(m—f),

epourp>oel,’5< pour p < o.

o 3 >
Quant aux angles restants

A(p): a<<|argti<m-—3

aucun rayon y situé ne peut conduire a une valeur asymplolique,
les lignes correspondantes dans le plan x étant des courbes coupant
une infinité de fois la frontiére de D..

Pour les angles A (p) qui dépendent d’une maniére continue du
paramétre p, on aura les valeurs suivantes dans quelques cas extrémes :

A*(%):o, A“(p)=a%  pour p=

A—(p)=0o pour p <l —

1o

Quant au cas p = o, ouw 9 (1) = ¢/, on a
A+(0)=A—(o)=m, A%(0)=o0.
Nous regardons pour terminer le comportement de notre fonction
2 (t) pour les valeurs réelles de t.
Comme conséquence immédiate du théoréme 6, on a

lim 5(1) =
fren)

indépendamment de la valeur de p. Pour (- — = il existe,
comme nous I'avons déja vu, la limite

lim (1) =q.
fekesry

seulement pour p > —-% La courbe correspondante a la forme
d’une courbe exponentielle si p >0, pour p < o, on a affaire a
une courbe coupant son asymptote une infinité de fois dans certains
points formant une série géométrique.
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Soit maintenant —7: < pl—

3 s "
7+ Dans ce cas il n’existe aucune
4
valeur limite pour ¢— . En revanche, il existe une valeur
limite en remplagant I'axe réel total par une suite infinie

d’intervalles

A”(/.-:u’m /.»_m,'“)‘ A”</..‘n/~"’ /.,-/Mtn) (,'“ % Yyl 10)

dont la longueur forme une série géométrique. On a en effet

lim g(0)—7
>

pour les intervalles A, et

lim o (1) =7.
Prout

pour les intervalles 3, . On peut regarder les droites correspon-
dantes comme asymptotes partielles du second ordre de la courbe
en question.

Plus généralement, on obtiendra des asymptotes particlles
d’ordre n pour les valeurs p, pour lesquelles il existe un cycle
attractif d’ordre n. Au voisinage d’une valeur singuliére du
parameétre p, lordre des asymptotes partielles s’augmente
indéfiniment.
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