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1. Vorwort.

1. Wir haben in unseren fritheren Arbeiten [3,4] das Problem der Itera-
tion des Polynomes zweiten Grades
(nn n=y+p,.
wo p ein reeller Parameter ist, im komplexen Gebiet behandelt. Es handelt
sich dabei in erster Linie um die Bestimmung des zum unendlich fernen
Punkt gehorigen Attraktionsgebiets, welches aus der Gesamtheit der Punkte
der komplexen y-Ebene besteht, deren durch die Iteration von ( 1.1) er-
haltene Bildpunkte
(1.2) Yi:Y%2.Y.--.
gegen den unendlich fernen Punkt konvergieren.

Zweck der vorliegenden Arbeit ist, das Problem der Iteration fiir die
reellen Werte der Variablen eingehender zu behandeln. Eine wichtige Auf-
gabe hat man in der Bestimmung der zu (1,1) gehérigen attraktiven Zyklen,
deren Punkte attraktive Fixpunkte fiir die aus (1,1) durch Iteration erhal-
tenen Abbildungen sind. Nach einem allgemeinen Satz von Fatou [1, S. 141]
ist ihre Anzahl hichstens Eins. Eine entscheidende Rolle spielen hier die
Nullstellen gewisser Polynome G.(p) von p, die durch die Rekursions-
formel
(1.3) Gos(p) =GHp)+p .  Gp)=0

bestimmt sind. In der vorliegenden Arbeit, die den Charakter einer vorliufi-
gen Mitteilung hat, werden nur die Hauptziige der Theorie eingehend
behandelt. Gleichzeitig wird es moglich, unsere fritheren Ergebnisse im
komplexen Gebiet zu erginzen.

2. Definitionen.
2. Durch n-fache Iteration wird aus (1,1) ein Polynom vom Grade 2*
(2,1 ¥a = Pu(y)
erhalten, welches der Rekursionsformel
(2,2) P-H(y) e P-‘(y) -+ 9
geniigt, Die ersten unter den Polynomen (2,1) sind
Pi=y+p . Pa=0+pP+p,.Pa=[*+pP+pP+p.

L -
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Die Koeffizienten von (2,1) sind l’ul_\lmnw von p mit nichtnegativen
guu.'nhlig!"ll Koeffizienten Fin besonderes Interesse hat das letzte Glied

2.3) P.(0) = Gup) .

gt

welches ein Polynom von p vom Grade 2 ist. Die ersten unter den
pd’-mm (33-) die der Rekursionsformel (1.3) gentigen, mind die fol

genden:
(2,") G'ﬂp,b‘.—" -pxl,',"} 3 P}’ b p

ln&m wir dk Muﬂﬂ “,l) als eine :\bhddm\g der reellen 4 Achse auf
fassen, welche einem Punkt y eindeutig einen Punkt y, ruordnet, fragen
wir nach den Fixpunkten der Abbildung, also den Wurzeln der Gleichung

(2,5) Y+p=y.

(2.8) .=4+Vi-»p (r=1,2)
Betrachten wir nachher die durch die zweite lterierte

(27) L= +pr+p

vermittelte Abbildung. Sie hat als Fixpunkte neben (2.6) die zwei neven
Punkte

(28) o=}tV -1-p, (r=1.2

welche durch Nullsetzen des Polynomes

2.9 =N h-P=yPiy+p+1

mm.mmnxpmummm Bei der

Abbildung (1,1) werden sie mit einander permutiert, | '
;M!gmnein gilt folgendes.

T Ys md:i?mk} du; Abbildung (2,1). Dann sind gleichzeitig alle

on (1,1 "
von (2,1). Es ist nlmlie:l ) echaltenen Punkte (1,2) ebenfalls

P.(r.)=P.(P.(,,))=.{-.(pM) - Pyl = g
;ﬂb mﬁ:@hﬁm Yoaia = Yu Ea sind jotzt zwei
(3,1). Yoy, s ¥eui
P e

Mmlﬂn&rﬁd‘m durch (1,1) miteinander
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und dann offenbar ein Teiler von n. Der zugehorige Fixpunkt ist dann
Fixpunkt schon fur die Abbildung

v, = P (y) n = py
und soll mit dem zugehorigen Zyklus imprimitiv heissen. Wenn insbesondere
n eine Primzahl ist, sind alle Zyklen primitiv, von den beiden trivialen
Zyklen abgeschen, die aus dem einzigen Punkt ¢, bzw. 4y, dem Fixpunkt
von (1,1), bestehen.

Offenbar kann man sich stets auf die primitiven Zyklen einschrinken.
Die zu ihrer Bestimmung geltende Gleichung

(3.2) Puy) =y
ist eine abelsche Gleichung, deren Lisung in bekannter Weise auf die Losung
einer Resolvente und einer Anzahl einfacher abelscher Gleichungen zuriick-
gefihrt wird,

Das Verhalten der durch (2,1) vermittelten Abbildung in der Umgebung
eines Fixpunktes y, ist wesentlich von dem Wert der Ableitung

(3.3) Yo = 2y .- . Yo = 8,

des zum Punkt y, gehorigen Multiplikators S, abhingig. Offenbar hat

Sy einen und denselben Wert fiir jeden Punkt des Zyklus. Wir nennen

demnach einen Zyklus attraktiv, repulsiv oder indifferent, je nachdem ob
Sy <1, > loder = 1

ist. Es ist also jeder Fixpunkt eines attraktiven Zyklus Z, n:ter Ordnung
ein attraktiver Fixpunkt fir die zugeordnete Abbildung (2,1) und Ent-
sprechendes gilt fir die repulsiven und indifferenten Zyklen.

Wir nennen ferner ecinen Zyklus Z, positiv oder negativ nach dem
Vorzeichen des zugehorigen Multiplikators. Eine spezielle Bedeutung haben
die Nullzyklen, d.h. diejenigen, deren Multiplikator gleich Null ist. Dies ist
nach dem Obigen der Fall, wenn einer der Punkte (3,1) des Zyklus gleich
Null ist, also fiir diejenigen Werte von p, die der Gleichung

(3.4) Gulp) = 0

geniigen. Eine genauere Untersuchung der Nullstellen der Polynome (2,3)
wird im 4. Kapitel ausgefithrt.

3. Die Lage der Fixpunkte.

4. Betreffs der Lage der reellen Fixpunkte der Abbildungen (2,1)
wollen wir zum Anfang folgenden Satz beweisen.

Satz 1. Fiar p > } sind die Fixpunkte jeder Abbildung (2,1) imagindr,
far p < — 2 sind die Fixpunkte jeder Abbildung reell. Far — 2 <p <}
konnen sowohl reelle als imagindre Fixpunkte vorkommen.
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Es sei zuerst p)i. Dann hat (1.1) keine reellen Fixpunkte Aus L
folgt jetat
h=r=0-P+@pp-H=>o

und hieraus, fir jeden reellen Wert von y, ¥ ==y und allgemein g .,
Der Grenzwert detnnondbchm monotonen l"ulgr {1.2), der einen P':\!Ausgkl
von (11) darstellt, kann aber nur unendlich sein

4.1 lim g, x

L

Hieraus folgt unmittelbar, dass auch die iterierten Abbildungen (2.1} keinen
reellen Fixpunkt haben kinnen.

Es sei zweitens PS —2 Wir baben in ciner fritheren Arbeit [3]
gezeigt, dass in diesem Falle der Grenzwert (4.1} fir jeden imaginaren Wert

von y erhalten wird. Dann kénnen aber die Abbildungen (2.}
haben.

Es bleibt also noch der Fall
(42)

} nur reelle

—2<rsi

m‘ welcher im Folgenden einer eingehenden, l'ulmudmug unterwe

wfen

smBﬁtﬂi der Lage der reellen Fixpunkte der Abbildungen im Falle (4.2)

Satz 2, Wru&. ) e o .
(62 of dem Intersay ke der ABbildungen (2,1) liegen im Folle

(43)

’S'ﬁ}'&’lé,'.
griindet sich auf deg
E‘ﬂ‘(‘.l)f" ¥l > q. Ferner gily

i<g for 14
e vi<gq.
Offcaber ist for 1y,

%
Wegen L e T
(4,5) ,
. BV =gy -
mlndnm:lmfh - ¢ und By s Wi
Es sei (41) fiir b!),‘ gilt. *#1 = ¥a  Wie oben folgert
¥l <g,. Dann jst
Ux"f+p<,'a+"_q‘
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Weil ferner von y unabhingig
wep>—gq,
sogilt vy, <<q fur y < g, und allgemein |y, | < ¢,. Damit ist unser
Hilfssatz bewiesen.
Aus dem Obigen folgt schon, dass simtliche reellen Fixpunkte der Ab-
bildungen (2,1) im Falle (4,2) im Intervall (4,3) gelegen sind.
Ex sei nun insbesondere p < 0. Sei ferner Yy zuerst ein Punkt des
Intervalles (4.4). Wegen
P<p<-—p
st dann
PENn=yV+psp+p=0p,.
Es gehore y nachher zum Intervall (p, , qy)- Weil fisr p < 0

B<Pr<q.

folgt aus (4.5) y, < y. Wenn nun y, noch nicht zum Intervall (P1sqy)
gehort, ist y, < y,, usw. Nach endlich vielen Schritten muss man zu einem
Punkt y, des Intervalles (4,4) gelangen. Andernfalls hitte man mit einer
monoton abnehmenden unendlichen Folge (1,2) zu tun, deren Grenzpunkt
zum Intervall (p,,q,) gehorte. Dies enthilt aber einen Widerspruch, weil
der genannte Grenzpunkt, der als Fixpunkt von ( 1,1) mit dem Punkt ¢,
zusammenfallen miisste, zum genannten Intervall nicht gehort. Unsere
Behauptung ist damit endgiiltig bewiesen.

5. Es soll nun im Folgenden die Lage der Fixpunkte und die Attraktions-
intervalle der zugehdrigen Zyklen in den einfachsten Fillen genauer unter-
sucht werden.

Fall } > p >~ — . Beim Ubergang des extremen Wertes p = }, wo
ein indifferenter Zyklus ¢, — g, vorliegt, entsteht ein repulsiver positiver
Zyklus erster Ordnung ¢, und ein attraktiver positiver Zyklus erster Ordnung
9y Dieser letztere Zyklus geht fiir p = 0 in einen Nullzyklus ¢, = 0 iiber
und er bleibt nachher auf dem Restintervall 0 > p > — § attraktiv und
negativ. Betreffs der Iteration von (1,1) gilt im vorliegenden Falle der

Satz 3. Fir die Werte } > p > 0 des Parameters p ist

limy, =g, + 0 fir g<y<gq,
.00

limy, =¢, —0 fir —g<y<gq,.

"0

Far die Werte 0 > p > — ] des Parameters gilt
limy,,, =g, + 0, limy,,,., =¢ —0auf (o,,0,,),

»>00 n=-» 00

limy,,,,., = g+ 0,limy,,, =g, —0auf (—o,.,,—09,).

.00 "> 00
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Hier bedeuten ¢, die Grimsen

=6 b6=—h6=VP & r - p
welche aus der Rekursionsformel
9.;0&‘ \ }; ' i’- tr <y ! g

berechnet werden kinnen und fiir » —» «© gegen den durch den unendlichen
Ausdruck
a=|p+ 15+ 15
dargestellten repulsiven Fixpunkt ¢, von (1.1) konvergieren
Einfacher: Es gilt
lim y, = ¢,
LR -]
far ly| <q,.
Im Falle p>0 hat man es hier mit einer monotonen Folge (1,2), im
Falle p < 0 mit einer alternierenden Folge zu tun.
Fm(—’<p<~i).neimcbr'll|gdu\\'m~p } wird ¢,
repulsiv. Gl!id‘?a't.igm.hu ein attraktiver Zyklus (g, . ¢,) zweiter
Ordnung, wo %1+ 9 die Fixpunkte (2.8) von (2.7) bezeichnen  Der neve
Zyklus ist fir p > — 1 positiv, fur P=~—1 ein Nullzyklus und far
P < —1 negativ.
Betreffs der Iteration von (2,7) gilt hier der folgende Satz, den wir nur
in einer einfachen Form formulieren wollen. '
Satz 4. Bei der Heration von (2.7) Mot man in den Intervallen (o, .0..4)
r=0,41,42,...)

B i s iy 7 o e (-
Es bleibt noch der Fall
fibrig, wo 'hAW-v2<p< 5y
s ethiltnisse auftreten Zweck der folgenden
mkumw' betreffs der hier gel
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(6,2) Figy=1+4 pl:
gentgt. Die ersten unter den Polynomen I'.(p) sind
(6,3) Fip) = V. Ifp) = p+ 1 I(p) = p(p + 192 + 1.

Aus der Definition (6,1) der neuen Polynome geht ferner hervor, dass all-
gemein
Fe(p) (m=1,2,3,..)
durch [I.(p) teilbar ist.
Eine fur das Folgende wichtige Eigenschaft der Polynome 7I',(p) wird
durch den folgenden Satz ausgesprochen.
Satz 5. Es gilt im Intervall (— 2 = p < 0)

(6.4) I'p) = 1.
Um dies vermittels einer vollstindigen Induktion zu beweisen, nehmen
wir an, es sei dort | I, < 1. Ist dann
pl‘.’i =& g 1 ’
so gilt
,'r“.§==l—l§l.
Ist dagegen [ p/2| > 1, so gilt

[Foy| = 1prd|—1S2—-1=1.

Jedenfalls ist somit |/,,! = 1. Weil nun I'y = 1, ist unser Satz damit
bewiesen .
Als Korollar folgt hieraus fir — 2 < p < 0

(6,5) 21+ P
Wir bemerken noch, dass wegen (6,2) und (6,3)
6.8) F(—2) =—1ftrn>1,

Fa(=1)=0,lyy(—1)=1fiirn=>1.

Betreffs der Lage der Nullstellen der Polynome I',(p) gilt nun der
Satz 6. Alle recllen Nullstellen der Polynome I',(p) gehdren zum Intervall

-2<ps-—-1L

Dass es keine positiven Nullstellen gibt, folgt daraus, dass die Koeffi-
zienten der Polynome [I.(p) nichtnegative (ganze rationale) Zahlen sind.

Es sei zweitens p = — 2. Dannist |1, > 1. Denn angenommen, dass
I, > 1, folgt aus (6,2) '7,,,/ > 1. Fir p< — 2 gibt es also keine
Nullstellen.

Es sei schliesslich — 1 < p < 0. Wire dort I, = 0, so hiitte man die
Gleichung

ln=1+4plt =0,




10 Ann. Acad. Scient. Fennicw AL 2es
1
‘,‘ “as;"';'”“*" 3 |
L \”P

folgen wilrde, was unserem Satz 5. widerspricht. Der Satz 6 ist damit
bewiesen.

Beispiele. Das Polynom I, hat die einzige triviale Nullstelle p |
Das Polynom I'; hat eine einzige reelle Nullstelle

p=tTm~ —1{.

Die Anzahl der primitiven Nullstellen voun [y, [ und [/, ist baw zwe
drei und fiinf.

7. Wir werden im FO%!D&‘I\ ZOWisne dlgenmm Satze aufstellen, welche
sich auf die gegenseitige Lage der Nullstellen der Polynome /. p) besichen

Satz 7. Zwischen zwei Nullstellen By wnd 2, vou I, bue. |, hegt
wenigsiens eine Nullstelle von ! R

Zum Beweis braucht man nur auf (6,2) hinweisen, wonach

Fonm)=1,T, (2 ) =1 + p<0

;ﬁh&mw."ﬂ% 2. . wnd z, voun |
wemgstens eine Nullstelle von T,., wens p<r.

Wegen (6,2) ist nimlich

.‘ M bew I;, fuaﬂ

liegt zwischen 2wvei Nullstellen
L
“hdiwm “Mw;m!dk Mm ganzen Zahlen 4 und »
Nuehé.u s it
1.
S v I, bll'd.;nmdmmm Za und z,, die Null
l"“.ﬁ +1. - eine Nullstelle von I, wo
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Zum Beispiel gibt es fur p = { keine attraktiven Zyklen, fir — § < P

t hat man in ¢, den einzigen attraktiven Zyklus, fiir —3 < p < — 3
den einzigen solchen Zyklus ((}, . qs). Fiir P=—2 sgind alle Zyklen
repulsiv (4, 8. 6]

Zweck der folgenden Betrachtungen ist die Existenz von attraktiven
Zyklen in dem oben ausgeschlossenen Intervall

(8.1) —2<p< —34

zu untersuchen.
Jedenfalls gibt es attraktive Zyklen fir die Nullstellen der Polynome

-

I'Ap). indem die zugehorigen Zyklen
y, = (,"_l(p) (r:—:O,l,‘.’,...ﬂ-—l)

sogar Nullzyklen sind. Wegen der stetigen Abhingigkeit des Multiplikators
(3.3) von p folgt hieraus, dass man fiir jeden solchen Wert ein den betref-
fenden Punkt enthaltendes Intervall bestimmen kann, fir dessen p-Werte
es ein attraktiver Zyklus der entsprechenden Ordnung n gibt.

Defimition: Wir nennen einen Wert p singulir, wenn es dann keinen
attraktiven Zyklus gibt. Es soll im Folgenden die Existenz von singuliren
Werten p nachgewiesen werden, die Haufungsstellen der Nullstellen der
I"Polynome sind.

Es seien, um dies einzusehen, z, und z,., irgend zwei Nullstellen von
I'. baw. I’ ,. Nach Satz 7. gibt es dann zwischen z, und z,., wenigstens
eine Nullstelle z,., von I, ferner zwischen z,., und z,  , wenigstens
cine Nullstelle =, , von I,,, usw. Die Intervalle

=.,2,,). r=n.,n+2 n4+4,...)

von denen jedes im Vorangehenden als echter Teil enthalten ist, besitzen
wenigstens einen gemeinsamen Punkt. Angenommen, dass es z.B. nur
einen  einzigen gemeinsamen Punkt p* gibt, definiert derselbe einen
singuliren p-Wert. Um dies einzusehen, nehmen wir indirekt an, es gehore
zu p* ein attraktiver Zyklus der Ordnung N. Dann wiire fiir geniigend
nahe an p* liegende p-Werte ein attraktiver Zyklus der Ordnung N
vorhanden. Zur genannten Umgebung gehdren nach der Definition von »*
attraktive Zyklen beliebig hoher Ordnung, welche keine Vielfachen von N
sind. Es wiiren also zwei verschiedene attraktive Zyklen vorhanden, was dem
Fatouschen Satz widerspricht.
Um ein konkretes Beispiel zu geben, betrachten wir die Gleichung

-
..

(8.2) =l +Vo-Vi-Vi--— V5. G=—-p

.Wo die Anzahl der Wurzelzeichen mit -Zeichen gleich n ist. Die durch (8,2)
bestimmten Zahlen p, geniigen der Gleichung

Ios(p) =0
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undnonndmn Nullstellen des Polynoms | Nun erhalt man aus (8.2)
durch Grenziibergang ®-+ % die Gleichung

(8.3) p=Vr—t
wo

a=—|p-1p-1r—
einen Fixpunkt (2,6) von (1,1) bezeichnet. Aus (8.3) ergibt sich fur p die
kubische Gleichung
Potptp—1=0.

deren negative Wurzel somit einen singuliren p-Wert der gesuchten An
gibt.

Es soll als zweites Beispiel nachgewiesen werden, dass der Wert p 2
ein singulirer p-Wert der genannten Art ist.

Es sei z, die letate, d.h. w kleinste Nullstelle von I',. Easoll
vermittels einer vollstindigen Induktion gezeigt werden, dass im Intervalle

(&4) r“|>o.,‘:.. < 0

Weil lﬂf A‘:rl<o| 0 w aus
F,=T2+%II,

dujq.|>0 mr'>0 m b = i ¢ erstle ‘o1l 1
L] - - nm r. = l, m h ‘ .l l L
Serer Bhnpm (8-‘) M ’

I, =4I + I+ I
folgt ferner, wegen

R l'.<0,]‘.'>o.r‘.<o_
rLa<o,
Ih*k zweite Tﬂ" yon (8")'
egen (8,4) ist der gehori
nach oben. HTMAM:“]I'E' des BOB“‘ im Intervall 1, konvex
folgt hieraus « des Nullpunktes x, vom Punkt p 2
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6. Iteration im komplexen Gebiet.

9. Wir haben uns im Vorhergehenden auf die Untersuchung der Itera-
tion fur die reellen Werte von y eingeschrinkt. Man kann daraus ein
Resultat gewinnen, welches die von uns fiir die Iteration im komplexen Gebiet
gewonnenen Ergebnisse einigermassen erginzt. Es handelt sich dabei um
die Untersuchung des zum unendlich fernen Punkt gehorigen Attraktions-
gebiets D) also der Menge derjenigen Punkte der komplexen y-Ebene,
fur welche die Bildpunkte (1,2) gegen y = « konvergieren. Eine Haupt-
aufgabe hat man in der Untersuchung derjenigen Werte des reellen Para-
meters p, fur welche der Rand C von D_, aus einer diskreten oder
kontinuierlichen Punktmenge besteht.

Wir haben schon frither bewiesen, dass der Rand fiir p < — 2 aus einer
diskreten Menge reeller Punkte des Intervalles (— g, ,¢,) besteht [3]. Aus
dem Hilfssatz von N:4 folgt nun unmittelbar, dass der Rand € im Falle

2 % p = | aus kontinuierlichen Punktmengen besteht. Denn z.B. die
Strecke (— g¢,,q,) gehort jetzt nicht zum Gebiet D__ .

Es ertibrigt noch der Fall p > }. Es ist wahrscheinlich, dass jetzt der
Rand von D, aus einer diskreten Menge zur reellen Achse symmetrisch
liegender Punkte besteht. Es ist allerdings uns bisher gelungen, unsere
Behauptung nur fiir p = p, zu beweisen, wo p, = } gewiihlt werden kann.

Berichtigungen zu meiner Arbeit »Iteration der reellen Polynome zweiten
Gradess

8. 8. Zeile 17 von oben soll lauten:
inverse Operation y_, = \y — p oder ihre Potenz — — —

Zeile 9 von unten: Das Zeichen nach | C, | soll < sein.

S. 10. Die in den zwei letzten Sitzen ausgesprochene Vermutung ist
nach Kapitel 6. nicht stichhaltig.
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