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1, Einleitung

1. Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, neue Beitriige zur Iferations-
theorie der reellen guadratischen Polynome zu liefern. Indem wir uns im
folgenden auf die recllen Werte der Variablen einschréinken, ist unsere-
Absicht, ein allgemeines Verfahren zur Bildung von attraktiven Zyklen des
. gegebenen Polynoms darzustellen, Unsere Methode wird auf die Bestim-
mung von Nullzyklen des Polynomes begriindet, also Zyklen, deren Multi-
plikator gleich null ist und deren Punkte somit stark a,tt.ra,ktave Fixpunkte
fir das zugeordnete iterierte Polynom sind.
© Es sei -

{L1) : Y=y —p

das gegebene Polynom, wo p ein reeller Parameter ist. Durch n-fache
Tteration von (1,1) gelangt man zu einem Polynom

(1,2) | = Puly)

- vom Grade 2°, dessen Koeffizienten ganze rationale Funktionen von p
sid. Tnsbesondere ist der letate Kooffizient

(1,3) Pa(0) = Galp) -

ein Polynom von p vom Grade 2"~! Die ersten unter diesen Polynomen
sind |

(L4 Gi(p) = — 2, Galp) = p* — p, G5(p) = (p* — p)* — p,
und sie kénnen vermittels der Rekursionsformel
15 : Gop{p) = Golp) — p

berechnet werden.

2. Es sei nun y, ein endlicher Fixpunkt von (1,2.) und

(2:1) yl:y2="":yn-13yn=y0

die daraus vermittels der Tteration von (1,1) erhaltenen Bildpunkte, welche

bei Anwendung von (1,1) miteinander zykhsch permutiert werden. Aus dem
Ausdruck -
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(2,2) ' S=P.y)=2"Y ¥ - Yurr

des Multiplikators des von den Punkten (2,1) gebildeten Zyklus X geht
hervor,-dass X attraktiv ish, wenn

1
Yo+« « Yooal < on

Ist speziell g, = 0, so hat man es mit einem Nullzyklus zu tun. ILhre
Punkte bestehen aus : - .

(2:3) . ‘“Pﬁfpl;ﬁz:~--spnM2:1@n-—1:0;
wo P, = Gvﬂ(p) und
(2,4) Ga(p) = 0 .

Wie wir schon frither bewiesen haben [3], kdnnen attraktive Zyklen nur fiir
die Parameterwerte des Intervalles

1

L <P <2

vorkommen. Aus einem allgemeinen Satz von Fatou folgt, dass es hchstens
einen attraktiven Zyklus gibt und dass ihre Punkfe zum Intervall

— <Y <dq
gehdren, wo
1 1
9125% a4

ein repulsiver Fixpunkt von (1,1) ist. |
Bei der Bestimmung der attraktiven Zyklen spielen die reellen Null-
stellen der Polynome G,(p) eine wichtige Rolle. Denn ist p, eine solche
Nullstelle, so gibt es, wegen der Stetigkeit von - S(p), ein Intervall
ip— pol << e, fiir dessen p-Werte stets ein attraktiver Zyklus existiert.
Aug der Definition der G-Polynome geht hervor, dass jede Nullstelle
des Polynomns @G.(p) =zugleich eine Nullstelle simtlicher Polynome Giy.
(g =2,38,...) ist. Insbesondere gilt ‘
G 0)=0, Gn(1)=0, ®n=1,2,3,...).

Wir kénnen uns somit auf die primitiven Nullstellen von G(p) einschrin-
ken, d.h. Nullstellen p,, fiir welche Gn(p,) % 6 fiir m < n ist.

P.
2. D:
3. Aus

CRY

. ergibt sict -

(3:2)

als Radik
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erhaltener

von dener :
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'2. Darstellung der reellen Nullstellen des Polynoms &, (p) dureh
Radikale

3. Aus der Gleichung
(3,1) Gu(p) = 0

ergibt sich zuniichst formal fiir thre Losungen die Darstellung

(3,2) p—l/pill/pﬁ:..-t]_/;

als Radikalgleichung. Hs ist eine fiir das Folgende zentrale Frage, welche
unter den Gleichungen (3,2) reelle Losungen der Gleichung (3,1) liefern.

Als einfachste Beispiele solcher Gleichungen geben wir die fir » = 3
erhaltenen zweigliedrigen Gleichungen -

p=Vo+Ve. 2=Vo—1V5
von denen nur die erste eine nichttriviale Nullstelle (p # 0,1) des P'oly—
noms Gy(p) liefert, die den approximativen Wert :

Cp e 1,7548776662

hat. Unter den dreigliedrigen Gleichungen

/

Vo Voo o-VosVa e
pz]/p—vzﬂrw: P—VP—]/IE

haben nur die beiden oberen nichttriviale Tésungen, nimlich

b~ 1,9407908065 , P & 1,3107026413 ,
welche also die einzigen primitiven Nullstellen des Polynoms Gy(p) liefern:
4. Indem wir jetzt zur aligemeinen Losung unserer Aufgabe iibergehen,

schreiben wir den rechts in (3,2) auftretenden Wurzelausdruck in der sym-
bolischen Form

(4,1) r=m ng mfng ..omtn,
wenn die Folge der Vorzeichen der Radikale gleich

my . Ny My My My Ty

(4:2) + - 4+ = Lk =

ist.
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Fs seien nun + und

die also durch Nullsetzen des Polynoms Gy, , entstehen, Unter der Annah-
me, dass die beiden Radikale r und 7 fiir einen gegebenen reellen Wert
p reell sind, gilt die Ungleichung 7 > r unter den folgenden Bedingungen,
wie leicht bestéitigt werden kann:

Erstens wenn iy, > my. Zweitens wenn fy = my und gleichzeitig
i, << m, bei geradem #;, dagegen #; > n, bei ungeradem =n; usw.
Allgemein bestitigt man, dass im Falle #; = 4ny, #; = n; die Ungleichung
7 = r bei ungeradem n, besteht, wenn :

Fo= (R Ay L ST <= (md ny L omfng)

und bei geradem »,, wenn L7 , > r;. Durch diese rekursive Regel kann man
zwei beliebige reelle Radikale auch verschiedener Ordnung miteinander
vergleichen.

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die Radlkalglewhung

+

(4,3) p = r(p) =mi ui ...mS

ny

g
Fir die Existenz einer reellen Lisung von (4,3
dass sémtliche Teilradikale

) ist offenbar notwendig,

— ot e + - — :
T, =My My Ly Ry (v=2,3...,9

fiir den betreffenden Wert reell sind, dass also p = 7, Man hat also fir
die Existenz einer reellen Losung von (4,3) die notwendigen Bedingungen

(4:4) | ?‘27’1’3 V (‘V=2,3,..-,Q')-

Wir behaupten, dass unsere Bedingungen (4,4) auch hinreichend sind.

Zum Beweis lassen wir den Parameter p das Intervall A (2 > p > 1)
beschreiben. Fiir den Anfangswert p = 2 sind offenbar alle Radikale 7,
reell und 7 < p. In dem extremen Fall, wo r(p) lauter + Zeichen enthilt,
ist r(1) > 1. Aus der Stetigkeit von r{p) folgt aber, dass es im Intervalle
A stets einen und offenbar nur einen einzigen Wert p gibt, fiir welchen
p=r(p). Wenn zweitens auch — Zeichen vorkommen, gelangt man schliess-
lich zu einem Wext p,, fiir welchen ein Teilradikal #, gleich Null wird.
‘Weil dann

(4,5) Po— 7)) = po— 7 (D) =0,

P.
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go ist damit bewiesen, dass die Gleichung (4,3) Wenigsténs eine Wurzel im
Intervall A besitzt.

Man bestétigt leicht, dass in {4,5) das Gleichheitszeichen nur fir impri-
mitive Losungen bestehen kann.

Wir wollen unsere Resultate im folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 1. Die Radikalgleichung

(4,3) p=r{p)
besitzt reelle Losungen stets und nur dann, wenn die Bedingungen

rE=T, & (»=2,8,...,9)

erfullt sind. : :
Es sei p, eine primitive Losung von (4,3). Offenbar ist p = p, die
einzige primitive Losung, wenn ¢'{p,) << 0, d.h. wenn

N-2

(4,6) . (1 + X )
s > P
Pome VT A vy,

Tch habe das Bestehen dieser Bedingung in zahlreichen Fillen bestitigh.
Dass sie allgemein giiltig ist, ist meine Hypothese — im folgenden mit H
bezeichnet —, fiir Welche es rair nicht gelungen ist, einen allgemeinen Beweis
zu finden. :

Wir werden in den folgenden Untersuchungen die Richtigksit unserer
Hypothese H annehmen, um im Nachtrag diejenigen Modlflka,tlonen un-
serer Sitze zu geben, welche von H unabhingig sind.

5, Nach dem Obigen kénnen die Radikale bestimmter Ordnung in eine
monoton wachsende Folge geordnet werden, wo das letzte Glied lauter +

- Zeicher hat. Wir behaupten nun, dass man von einem Glied aus zum

folgenden durch Abdnderung eines einzigen Zeichens gelangt.
Zum Beweis unserer Behauptung betrachten wir zwei Glieder der Folge,
r und 7 > », mit den Entwicklungen

(5?3) p={e — - *:l::i:); Fem (oo oo 4424,

wo die mit +++- und --- bezeichneten Zeichenfolgen miteinander bzw.
iibereinstimmen. Hs sei o bzw.  die Anzahl der — Zeichen in den genannten
Folgen. Nach der in Nr. 4 gegebenen Regel ist « = 2n eine gerade Zahl.

Ist nun erstens § ungerade, also § = 2m -+ 1, so liegt das Radikal n-ter
Ordnung

(5.2) o= (e Fok )

zwischen r und 7, also
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(5,3) ' r<<o<T. .
Fiir § = 2m hat das Radikal
: 6. Wir
p= (et — ) der reeller
: _ Es seie
die erforderte Eigenschaft. Wir haben alzo in den beiden genannten Féllen
swischen deri Radikalen » und 7 ein neues reclles Radikal eingeschaltet. (8,1)
Dies gilt aber anch fiir die ibrigen drei Falle. Man hat nimlich im Falle —
die Fixpu
T=(++j::’:)l T:(_'*ﬂ::t) (6,2)
— {eee [ B il =
¢ =1 T k) fir f=2m _ Man hat
ge=(— £ 4 fir f=2m 11,
. {6,3)
im Falle
p= (e — A, PR ) - Bs sei
o (e 1), fir f—2m ergibt sic
o s ) ]'1 ~ ‘pnk
g={( "+ +xd) fir f=2m-1 T ergibt
T:(""+"‘+iﬂ:)s F= (e k) s soi
S T | .fﬁr —9m 41 wird. Se
o= + -—’r + +) i + Zyklus .
Ge= (- — -4y fur g=2m, Intervall
, ' these E
wie nach der Regel von Nr. 4 bestétigh werden kann. p, dien
Unsere Behauptung ist damit wvollstindig bewiesen. : Nun
Nach dem Obigen kann man auf Grund unserer Regel die Gesamtheit
der reellen Nullstellen eines Polynoms G.(p) durch eine Zeichenfolge {4,2) (6,5)
darstellen, sobald man das erste Glied der Folge kenns, welche der kleinsten o
Nullstelle dés Polynoms entspricht. Fiir die kleinsten Werte von n be- m gﬁi&f‘
stehen die betreffenden minimalen Radikale aus den Folgenden, wie L H'I{;
leicht zu bestéitigen ist: | 7 des ]El’rc:
ne=3:(+), n=4:{+ —}, n—=>5:(+——), n="=6:(+—— -, (6,6)
n="T:{+————), n:8:_(+f”—+")a-- stets be
A=t e — ) =10 (b — = — = 4 =) Wl
_ gein —
Die Folgen selbst haben wir im Anbang in einer Tafel zusammengestellt gilt der
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3. Die Anzabl der reellen Nulistellen der G-Polynome.

6. Wir sind jetzt in der Lage einen expliziten Ausdruck fiir die Anzahl

‘der reellen Nullstellen der G-Polynome zu geben.

Es seien
(6,1) Y P P (N =27
die Fixpunkie von (1,2), also die Wurzeln der Gleichung

(6,2) o Yo —y = 0.
Man hat
N N N
(613) -Ij;}“v:G“(p):pnmla -I—l- ﬂ'v ’ Z o =

Fis sei nun G (pg) = 0 und z.B. A; = 0. Aus der zweiten G'lelchung (6,3)

ergibt sich —|' A, = L Fiir P A Py ist somit, wegen der ersten Grleichung,
=2

Ay A2 pa_1 Fur d.en Muliiplikator des zum Fixpunkt 4; gehirigen Zyklus
2 ergibt smh hieraus fiir p a p, der approximative Ausdruck

(6,4) S =2"ppiPse s Buy-

Es sei nun p, die kleinste reelle Nullsteile von Gu(p), fiir welche A; =0
wird. Sei ferner #, derjenige Wert des Parameters p, fiir welchen der
Zyklus X reell wird. Es ist dann § = 4 1 fir p= 9, und § > 0 im
Intervall Ay(p,, po). Weil die Nullstellen von @, zufolge unserer Hypo-
these M einfach sind, muss § <0 gelten im Intervall (p,, p,"), wo

@, die ndchste NullsteHe von &, bezeichnet.

Nun ist aber die Zeichenfolge der Grissen

(615) P:P1:Pos - s Ppa

in einem Nullpunkt vor . gleich der Zeichenfolge in dem zugehdrigen
Radikal. Hieraus folgt, nach Nr. 5, der
Hilfssatz. Beim Ubergang einer Nulistelle von G, geht das Vorzeichen 7

. des Produktes

(6,6) — PP1Pye Pucr

stets bel wachsendem p .von + in — iiber.

Weil nach dem Ubergang der grossten Nullstelle das Produkt (6,6)
sein — Zeichen behidlt und weil fir alle reellen Nullstellen p <2 ist,
gilt der
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Satz 2. Die Anzahl der reellen Nullstellen des Polynoms Ga(p) ist ‘
gleich der Anzahl der negativen Zyklen von . flir p = 2, d.h. Zyklen n:ut R I u
einem negativen Multiplikator. | et

Unser Problem wird dadurch auf die Bestimmung der Zyklen von ¢,
fir dern Wert p =2 zuruckgefuhrt Nach [4] bilden dJe Fixpunkte von

¥ fiir p = 2 zwei Gruppen Die Wur;
9 o s tiven Nt
7T m L
I: ' 2 008 o, (m=0,1,...,2""—1) o . Abhandh
- x 2 cos =" =12, 20
: cos m, m'=1,2,..., ). .:.
' _ & ' 7. Na
Ist . eine une
cos & oy, p=12,...,2—1) i behaupte
. . . o solcher F .
ein Zyklus der ersten Gruppe, so ist sein Multiplikator man wm
= ) o 2am _ sogar un
§=2 |—__|;cos2ocm:2s1n2n%1>0_ was dem
s gei
Fiir die Zyklen der zweiten Gruppe gilt dagegen (7,1)
_ o 2am -Wir bilds
§=— 2"sin > 1 << 0.
- (7,2)
Indem wir nur die primitiven Nullstellen von @, beriicksichtigen, kon- wo das ]
nen wir aus dem Obigen den folgenden Satz ableiten. Zeichen
Satz 8. Die Anzahl der primitiven Nullstellen des. Polynoms t, ist Nr. 4 gel
gleich der Anwzahl der primitiven Zyklen in der Gruppe II. :
Fiir diese Anzahl gilt der Ausdruck (7,3)
_ ) gn—1 _ . einen Nu
(6:7) (P{n) = n ten B 5
_ _ Aus ¢
- Hier ist &, == 0 fir n = 2™ und & = 1 fiir eine ungerade Primzabl =. ausgehen:
Allgemein ist ('7’ 4)
(_ﬂ_) J von Nulj)
| %
(6,8) = ) .
: Y . bilden ks
wo k, die Gesamtheit der ungeraden Teiler von # zu durchlaufen hat. punkte de
Fiir die kleinsten Werte von » bekommt man den zugehdrigen Wert annehme

von & und @r) aus der folgenden Tafel Wir wisse




AT, 336/3

Gu(p) ist
Zyklen mit

en VoL Y
yunkte von

ibigen, kon-

ms , ist

‘rimzahl #n.

aufen hat.
rigen Wert

4

P. J. MY‘RBERG'—, Iteration der reellen Polynome zweiten Grades II1 11

| n j2\3|4|5|6|7 8| 9]10| 11} 12| 13| 14} 15] 18
| e oj1jof1j2|1] of 4] 2] 1| s] 1| 2] 18] 0
| em@) Ll L]2|3]5]9] 16! 28] 51| 03]|170]815]585] 1091 | 2048

Die Wurzelausdriicke und die approximativen Zahlenwerte der reellen primi-
tiven Nullstellen der 10 ersten Polynome &, sind am Schlusse dieser
Abhandlung gegeben. '

4. Gegenseitige Lage der Nullpunkte der (Z-Polynome,

7. Nach dem Obigen bilden die reellen Nullpunkte # 0 der G-Polynome
eine unendliche, im Intervall 1 ={p-< 2 Hegende Punktmenge. Wir
behaupten, dass die genannten Punkte isoliert liegen. Wire ndmlich .ein
solcher Punkt p, eine Héufungsstelle fiir andere Nullpunkte, so kénnte
man um jp, herum ein Intervall bilden, fiir dessen p-Werte mehrere, ja
sogar unendlich viele verschiedene attraktive Zyklen wvorhanden wéren,
was dem Fatouschen Satz widerspricht.

Es sei nun «, ein Nullpunkt von , mit der Entwicklung

(7.1 p=ra(p}-

"Wir bilden den Ausdruck

(712) 'rn+1 =1y (:l: _) Yoy

wo das Doppelzeichen 1 oder - ist, je nachdem .ob die Anzahl der —
Zeichen in 7, gerade oder ungerade ist. Aus den Entwicklungen von
Nr. 4 gehi hervor, dass

{7,3) P = T (P}
einen Nullpunkt oy, > o, von G, darstellt und dass zwischen den Punk-
ten o, , oy, kein Nullpunkt eines -Polynoms existiert.

Aus dem Obigen folgt, dass man von einem Nu]lpunkt o yON - G
ansgehend eine monoton wachsende Folge

(774) ':xn < 0‘2n < Kar < ..
von Nullpunkten der Polynome . 4 _

’ szn . ('7’??, =0, 1, 2, 3, .. .)
bilden kann, so dass zwischen zwei Punkten von (7,4) keine anderen Null-
punkte der G-Polynome existieren. Wir kiénnen offenbar ohne Einschrénkung

annehmen, dass die Folge (7.4) nicht riickwiirts fortgesetzt werden kann.
Wir wissen ferner nach dem Obigen, dass fir (7,4) der Grenzwert
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(7,5) : m xym, = o*

m— oG
existiert, der jedenfalls <2 ist.
Wir bilden jetzt den Ausdruck

(7.6) | Fop1 (P) =V p — (),
_welcher fiir p = o, reellist und fiir p = «, verschwindet. Der durch (7,6)
definierte Punkt gehort zur Menge p der aus y = 0 durch Iteration der

zu der inversen Operation V/y +p erhaltenen Bildpunkte. Wir behaupten
nun, dass das Intervali ' ' '

5 . 0 <<y << r.p1(p)

keinen Punkt der Menge g enthilt.
“Wir nehmen zum Beweis indirekt an, es sei #(p) ein Punkt von g,
der fiir einen Wert p des Intervalles 8 zu u gehdrt, also

0 < 7() < g1 (D) -

Weil «, eine primitive Nullstelle von @, ist, gilt 7(xa) > 0. Es sind jetzt
a priori zwei Fille moglich: 1. Fiir einen Wert p, von & ist r{p) = 7,,.1(p)-
2. Beim Ubergang iiber einen Wert p, von & wird r{p) imagindr und also
7(p) = 0. In den beiden Fillen wird aber offenbar ein Teilradikal von

" #{p) gleich null, und dort hitte ein Polynom ((p) einen Nulpunkt, was

dem Obigen widerspricht. Unsere Behauptung ist damit bewiesen.
(leiches gilt offenbar fiir jedes Intervall . A, = (ogm, , com+1,).

5. Existenz von attraktiven Zyklen

8. Wir sind jetzt in der Lage, eine allgemeine Methode zur Konstruktion
von attraktiven Zyklen zu geben. o

Aus den Entwicklungen der Nt. 6 wissen wir schen, dass um jeden Punkt

&gm, en  p-Intervall konstruiert werden kann, fiir dessen Werte ein

attraktiver Zyklus der Ordnung 2"n existiert, der fiir p < xym, positiv

Cund fiir p > oagm, negativ ist und fir p = agm, in einen Nullzyklus

ibergeht. Speziell fiir den ersten Punkt gilt dabei folgendes: es gibt ein

Tntervall '

Gg. <L P << Gin ,

fiir dessen p-Werte ein positiver attraktiver Zyklus der Ordnung » existiert,
der fiir p = &, indifferent wird. Die Punkte

{8’1} ) K< P << x*

1
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Satz her
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definieren dann ein Intervall o, von p-Werten, das wir ein Spekirum
nennen werden. Die Bedeutung des Spektrums geht nun aus dem folgenden
Satz hervor,

Satz 4, Fir jeden zum Spektrum o, gehdrigen p-Wert gibt es einen
attraktiven Zyklus, dessen Ordnung in einem Teilintervall

Vi P - (ocgm, » oigm+1,)

gleich' 2™p oder 2™"'n ist.
"Wir bemerken zum Beweis am Anfang, dass der Wert der Ableitung

(8.2) =YY Y

fiir jede Tterierte ¥, auf & = &(0,#) von null verschieden ist, weil dort

kein Punkt von p liegh. Vermittels ¥, wird also das Imtervall §{0,7)
schlicht auf ein Intervall 4§, (p,_,,7. abgebildet, das wir kurz durch
(8,3) | Y01 Y (P, 7)™

angdriicken, wo das Zeichen 4 oder — igt, je nachdém ob das Intervall
dm positiv oder negativ gerichtet ist. Weil ferner 6, den Nullpurkt nicht
enthilt, ist allgemein

sign p,,_, = sign r,,
und speziell
sign p,, . = sign p, .

Nun ergibt sich aus (8,3) alternierend

(8,4). YA0, 1) > Yuyr (P BV > Yangy {Paw» 2a)T—> 0
also

TP L P L P <,

0> Pn > Dan > Psa =007,
wobei

Brrsnn = Pogn -
Hieraus folgt ferner _
Y (=P Dand" = Yan Pon s Dan) ™ —> Y (Din » Do) T
Y (Dns D30)” > You (D30 » Psn)” = Yun (D5 D)™ — 0

(8,3)

- Es existieren somit die Grenzwerte

Hm yy (P Paya} = A !

k— o

Om gy q (Porsr > Panis) = 4

k> w
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wo A= A". Diese Grenzwerte geben offenbar Fixpunkte fiir einen attraktiven
(im speziellen Falle indifferenten) Zyklus, dessen Ordnung gleich 2n im
Falle 1< 2 und gleich » im Falle A= 1" ist. Weil gleiches fiir jedes
Intervall A, gilt, ist unser Satz 4 damit endgliltig bewicsen.

Wir bemerken noch, dass die Ordnung des zum Intervall A, geh&rigen
Zyklus in der Nihe des Wertes p = oym, gleich 2™» und in der Nihe
des Wertes p = apmi1, gleich 2™y ist und dass der Ubergang fiir Werte
von p stattfindet, wo ein indifferenter Zyklus mit dem Multiplikator
§ = —1 vorliegt.

Als Beispiel wahlen wir das seiner Lage nach extreme Spektrum Ty
mit dem Anfangspunkt p = 1/4. Die zugehdrigen Punkte (7,4) sind jetzt
die ldeinsten Nullpunkte der Polynome

Gym m=1,23..),
und sie sind Wurzeln der Gleichungen
P="rn
Wd die Radikale 7. aus der Rekursionsformel
' Frg1 = T (=) T

berechnet werden konnen. Hier gilt das - Zeichen fiir ungerades m und
— Zeichen fiir gerades m. Die ersten unter den Grissen oy, haben die
folgenden appromma,tlven Werte (o, = 1)

oy — (L —) = 1,3107026413
oy = (- — — — + —) = 1,3815474844 .

Tiir den Grenzwert lim c, — pf, den Endpunkt des Spektrums o,, habe

M= o0

ich vermittels einer Elektronenmaschine den approximativen Wert

p¥ = 1,401155189
berechnet,

6. Singulire p-Werte

9. Wir nennen einen p-Wert p* singulir, wenn der Punkt p = p* eine
Hiufungsstelle der Nullstellen der G-Polynome ist. Nach dem Obigen
gehiren zur Menge (p*) der singuliren p-Werte u.a. die Endpunkte der
Spektren, Kine andere allgemeine Methode zur Bildung singuldrer p-Werte

findet man in unserer Arbeit [5]. Wegen der Definition ist (p*) eine

unendliche abgeschlossene Menge, welche p = pf als kleinstes upd p =2
als grosstes Element enthilt. Eine. bemerkenswerte Art von singuldren
Werten ergibt sich aus dem folgenden

Satz
Allf&ngg ‘
Esse
o) und
gelten di °

S 9,1)

wobei de

den Zyk -
Ubergan
attrakti
p, den
stellen ¢
unser S¢

10,1

‘das zu 1

jetzt dic
(10,1)

welche 1

geben, 1
nannten

Der (Gre

(10,2)

genﬁgtt 3

Wir
r, und
dem Gn:

x = w*

also der

WOTraus |

Widersg
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Satz 6. Der Anfangspunkt jedes Spektrums ist ebenfalls singuldr, vom
Anfangspunkt p — 1/4 des ersten Spektrums o, abgesehen.

Eg sei ndmlich o, ein Spektrum der Ordnung » mit dem Anfangspunkt
o0 und der ersten Nullstelle «, Fiir die p-Werte des Intervalles (o0, o)

gelten dann die Bezishungen

9,1) Y (=0, 2. >4 (Do s D2)T = Yon (P2n s BT — 00,

wobei der Grenzwert lim p,_ -einen attraktiven Fixpunkt des entsprechen-

den Zyklus 2, gibt. Die Relationen (9,1) kdnnen aber nicht mehr beim
Ubergang des Wertes & gelten, weil der Zyklus X, jetzt nicht mehr
attraksiv ist. Hieraus folgt, wie leicht einzusehen, dass gewisse Punkte
p, den Nullpunkt tiberschreiten miissen, Weil solehe Punkte, also Null-
stellen der (-Polynome, in jeder Umgebung des Wertes «, existieren, ist
unger Satz damit hewiesen.

10. Um das Obige niher an einem Beispiel zu erldutern, betrachten wir
das zu @, gehorige Spektrum mit dem Anfangspunkt p = 7/4. Wir bilden
jetzt die unendliche Folge -der Radikalgleichungen .

(10,1) - p=H——)"="n,
welche Nuﬂsteﬂ_e_ﬁ der Polynome

(m=1223...)

G2 +3m

geben. Man bestitigt nach der in Nr. 5 angegebenen Methode, dass die ge-

nannten Nullstellen @, eine monoton wachsende Folge bilden:

wy < Py <Z g <
Der Grenzwert

{10,2) Iim o, = w*

w0

geniigt dann, Wegén des Fatouschen Satzes, der Bedingung «* = 7/4.

Wir behaupten nun, dass o% = 7/4, Andernfalls wiren alle Radikale -

rm und Grissen w., reell fiir einen Wert p < 7/4, und dies wire atch mit
dem CGrenzwert w* der Fall. Das ist aber unmdglich. Denn offenbar geniigt
z =¥ der Gleichung .

WMVP+VP~ —:

@ —pP—pP—p=—2,

woraus folgen wiirde, dass - 2 ein reeller Fixpunkt von, ¢y, wére, was ein
Widerspruch ist [4].

also der Gleichung
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Nach dem Obigen hat der Anfangspunkt jedes von o, verschiedenen
Spektrums die Eigenschaft, einseitig singulér zu sein, wobei fiir den Anfangs-
wert ein indifferenter Zyklus mit dem Multiplikator S = 4 1 existiert.
Jeder golcher Punkt ist gleichzeitig Haufungspunkt ftir Spektren.

Was die Endpunkte der Spektren betrifft, ist es wahrscheinlich, dass sie
beiderseits singulir sind. Ohne unsere Vermutung beweisen zu k&nnen,
wollen wir zu ihrer Begriindung folgendes bemerken.

Wir betrachten den FEndpunkt p¥ des ersten Spekirums, der nach
Nr. & von links eine Héufungsstelle der kleinsten Nullstellen der Polynome
(n ist. Ts sel p* die untere Grenze der rechts von pg liegenden Null-
stellen der G-Polynome, wobei wegen des Fatouschen Satzes pi = pf
gilt. Unsere Hypothese ist hier dquivalent mit der Gleichung

P =2y .

Zur praktischen Verifizierung dieser Gleichung haben wir vermittels einer
Tiektronenmaschine die kleinsten reellen Nullstellen aller G-Polynome
G bis zum Wert m — 2° berechnet und dabei bestitigt, dass

p¥ < 1,40117 ,
'wo rechts eine Crosse vorkommt, die sich von p§ wum weniger als
2,105 unterscheidet. Gleichzeitig erhélt man hieraus fiir den Wert von
pF die Schranken
1,40115 < pf = 1,40117 .

Weil ihnliches fiir alle Spektren gilt, folgt aus wunserer Hypothése der
Satz 5. Die Summe der Spektren iiberdeckt das Intervall

lda=p=2

bis auf eine unendlche diskontinuierliche Punktmenge (p*), die Menge
der singuliren Werte des Parameters p.

Fiir jeden zu {p*) nicht gehorigen Wert von p existiett stets ein attrak-
tiver Zyklus, dessen Ordnung bei unbegrenzter Anniherung an einen Punkt
von (p¥), wenigstens von einer Seite, ilber alle Grenzen wichst.

Hachtrag

Wenn man die Hypothese H nicht annehmen x-vill, hat man in den Sit-

zen 2—4 folgende Modifikationen zu machen.

Sétze 2 und 3. Die Anzahl der primitiven Nullstellen des Polynoms G
ist wenigstens gleich @(n).

Satz 4. Gilt mit dem Zusatz, dass fiir gewisse Teilintervalle der Spektren
* attraktive Zyklen vorkommen kénnen, die aus Nullzyklem nicht) durch
‘stetige Variation des Parameters abgeleitet werden kénnen.

1,754877666

Gy=0:

1,31G702643
1,940799808

G =0:

1,625413725
1,860782528
1,985424253

G, =0:

1,4766G14642
1,754877666
1,772892903
1,507280091

11,966773216

1,996376137

G, = 0:

1,57488913%
1,674066091
1,832515202
1,8848035671
1,927147709
1,953705804
1,977179587
1,991814172
1,998095682

Gy = 0:

1,310702641
1,381547484 .
1,521817231
1,711079470
1,810001385
1,851730048
1,870003880
1,896917994
1,917008277
1,940:799808
1,941782090
1,960758987

©1,972190838
- 1,081655786

1,988793274
1,994332966
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'Tafel fitr die approximativen Werte der reellen Nullstellen der G-Poiynome

Ga =0: GS = 0:
1,7548776662 = (+) 1,99796291568 — (+ + + + + —)
' 1,80087740487 = (+ + + - - +)
G=10:
Gy =0:
1,3107026413 = (+ —)
1,8407998065 = (- +) 1,5552827008 = (| — — — — — - )
© 1,5956809684 — (4 — — — — + )
&= 0: T 16561325626 = (+ — — 4+ — + —)
. ' 16001422631 = (+ — — + — — —)
1,6254137251 = (+ — —) . 17548776662 = (- — — 4 — — 4) = (+)
1,8607825222 = (+ + —) 1,7858656464 = (+ + — 4+ — — +
1,9854242531 = (+ + +) 18997563925 — (4 + — 4 . — )
G 0 ' 1,8412885615 = (+ + — + — + —)
¢ ’ 1,8783826015 = {+ + — — — 4+ —}
14760146427 = (+ — — —) . 18907754244 = (+ + — — — — — )
1,7728926034 = (+ + — +) 1,9114446815 = (+ + — — + — +)
1,9072800011 = (+ + — —) : ©1,9222857782 = (} + — — + — —)
1,9867732184 = (+ + + —) 1,6822439666 — (+ + — — + + —)
1,9963751371 = (+ + + -+ . 1,9495749082 — (4 + + — + + —)

: 19573250505 = (+ 4+ 4+ — + — —)
by =10 1,9640243368 = (+ + + — + — )
LB748801308 = (+ — — — —) 1,9694191208 = {+ + L+ — — — -]
1,6740660915 = (+ — — + —) 19747808589 —= (| 4+ + — — — =)
1,8323152028 = (+ 4+ — + —) 1,9794575049 == (-4 + + — — 4+ )
1,8848035716 = {(+ + — — —) 1,0838102500 = (- + - — — + +)
19271477094 = (+ + — — +) 1,9870043475 = (+ + -+ | — + +)
1,9537058%943 = (+ + + — ) 1,8903763811 = (+ = - - — + —)
L9771795870 = (+ + + — —) 1,9931802549 = (- 4+ + -1 — — —)
1,9918141725 == {-F + + 4 —) : 1,9954190827 = (+ + + + — — 4
1,9990956828 = (+ + - + +) 1,9972280247 = (+ + + + 4 - 1)

. 1,9985865888 = (+ + + + + — —)
Gy=10: . 1,9994914380 = {+ + + 1+ + & —)
13107026418 = {(+ — + — + —)} = (+ —)  L9999435218 = (+ + + + + + +)
1,3815474844 = (+ — — — + )
15218172317 = (+ — — — — — } G = 0:
17100794700 = (+ — — + — —) 1,4470088406 = (L — — — + — 4+ —)
1,8100013858 = (+ + — -f — —) 1,5017168504 = (+ — — — — + )
1,8517300494 = (+ + — 4+ — +) 1,5862432718 = (+ — — — — — — — )
1,8700038808 = (+ + — — — -+ 1,6254187281 = (} — — — — 4 — —) == (+ — —
18969179947 = {+ + — — — —) oL 1,6204325004 — (4 — — 4+ — + — —)
LOL70982771 = (4 + — — -+ —) 1,7017008912 — (+ — — + — — — —)
1,9407998068 = (+ - — — + +) = (+ ) 1,7219150096 = (+ — — + — — +
19417820908 = (+ + 4+ — + ) 1,8024361848 = (- + — + — — + —)
19607589872 = (+ + 4+ — + —) 1,8162948552 == (++ + — + — — — —)
1,972109838¢ = (- + + — — —) 1,82095096240 — (+ -} — + — — — +)
1,0816557863 = (+ + + — — +) 1,8351588458 = (+ 4+ 7 L — 4 — +)
1,9887932743 = (+ + + + — +) 1,84686272118 = {+ -+ — + — + — —)
1,9943320667 = (- - - + — —) 1,8607825222 = (4 + — + — -k f —) = (+ + —




G = 0:

1,8615584138 =
1,8743146838 =

-1,8998323378 —
1,9144798637 =
1,9196354803 =
1,9250342385 =
1,9208203309 =
1,9853007348 =
1,0468734542 =
1,9518999069 =
1,9554233270 =
- 1,9590980466 =
1,9623786897 =
1,0858217855 =
1,9677497763 =
1,9708578891 ==
1,9734974173 =
1,9760421686 =
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Gp==0:
(+ 4+ —— —+ + =) 1,9782033545 = (+ + + — — + — +)
(++ ===+ --) 19808771734 = (+ + + — — + — =)
(++——=F—-+) 1,9827194083 = (+ + + — — + + —)
(+ 4+ == == +) 1,9854242581 = (+ + + — — + 1+ ) = (-0 + +)
(++— = — —+ + 1,9854823210 = (+ + + + — + + +) '
(++—-——+ -+ 1,9879405743 = (+ + + + — -+ + —)
++—-——+—-4+— 1,9896005869 = (+ -+ + + — + — —)
(++——+-—-—-) 1,9911208761 = (+ + + + — + — +)
(+ 4+ ==+ —=+) 1,0924793822 = (+ + + + — — — +)
(++——++-=4) 1,9937478642 = (+ + + + — — — —)
(++—-—++—--) 1,0048801904 == (+ + + + — — + —)
F++—-++--) 1,9959241519 = (+ + + + — — + +)
(+++—++—-+) 1,9968045527 = (+ + + -+ + — -+ +)
F++—+—-=1 1,9976080939 = (+ + + + 4+ — + )
(+++—+—-=-) 10982889074 = (+ + + + + — — —)
(+++ -+ =4 =) 1,9988557660 = {+ + + + + — — 4
(+++—+—-++) 1,9993075043 = (+ + + + + -+ — +)
(+++———++4) 1,9906469177 = (+ + + + + + — —)
+++—-——=—-+ -} 19998729118 = (+ -+ + + + + + —)
+++—-=—--— ) 1,9999858811 = (- + + + + + + +)
+++—-————+) -
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