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Einleitung.

1. Wir haben in einer kiirzlich erschienenen Arbeit 2] die Iteration
der reellen Polynome zweiten Grades fiir beliebige komplexe Werte der
Variablen behandelt. Die Betrachtung der inversen Wurzeloperation fithrt
zur Frage nach der Konvergenz von unendlichen Entwicklungen der Form

(1.1) @F=ininini“.,

wo p eine reelle positive Grilsse bezeichnet. Von besonderer Bedeutung
sind diejenigen unter solchen Ausdriicken, fir welche die Zeichenfolge
periodisch ist. Indem wir uns im Folgenden auf reelle Girdssen einschrin-
ken, setzen wir voraus, dass simtliche ans {p) durch Abbrechung erhaltenen
endlichen Wurzelausdriicke ' L

(1,2} :I:VE;: :I:VP:E:VE, iVP:I:V’P:I:V_Ps

reell sind.

Um die Bedeutung der periodischen Entwicklungen niher zu erkliren,
betrachten wir den Ausdruck

(1,3) %zib%ibpibp+m

welcher vermittels der » ersten, d.h. fiussersten Wurzeln von (1,1) gebildet
ist. Der Ausdruck (1,3) definiert eine 2"-deutige irrationale Funktion
der reellen Variablen x. Die inverse Funktion

(1,4} Yn = Puly) (¥ =%n, Yo = @)

besteht aus einem Polynom vom Grade 2", welches aus dem quadratischen
Polynom

(1,5 h=y—p
durch n-fache Iteration erhalten wird.

Es gei nun z ein Fixpunkt der Abbildung (1,4), also eine Wurzel der
Gleichung
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(1,8) Py —y=20.

Wenn, wir in (1,3) sowohl . als & durch 2z ersetzen und die so erhaltene
-Operation

(L7 z¢il/pﬂ:1’pi_m

in unbegrenzter Weise jterieren, crhalten wir fiir den Fizpunkt z eine
formale Entwicklung in der Form eines unendlichen n-periodischen Aus-
drucks (p). Unsere Hauptaufgabe besteht in der Aufstellung derjenigen
Bedingungen, unter denen fir z ein Ausdruck in der Form eines konver-
genten Ausdrucks (p) giltig iss.

Rine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz ist, dass der betreffende
reelle Fixpunkt z ein attraktiver Fixpunkt fir (1,3), d.h. ein repulsiver
Fixpunkt fir (1,4) ist. Dies findet statt, wenn der Multiplikator, d.h. die
Ableitung von (1.4) fir y =2 dem absoluten Betrage nach > 1 ist. In
diesern Falle gibt es ein den Punkt z enthaltendes Intervall 4, dessen
Punkte bei der Iteration von (1,3) gegen den Punkt z konvergieren.
Notwendig und hinreichend fiir die Anwendbarkeit der Entwicklung {p)
ist, dags das genannte Attraktionsintervall A den Punkt x = — p {(oder
den Punkt x = 0) als inneren Punkt ernthélt.

9. Wir bemerken ferner, dass die Gleichung (1,8) eine Abelsche Glei-
chung ist, deren Wurzeln aus gewissen unter ihnen durch: Tteration der qua-
dratischen Operation {1,5) erhalten werden kénnen. Um dies einzusehen,
gehen wir von einer beliebigen, nicht notwendig reellen Waurzel z, von
(1,6) aus. Wegen

(2.1) Py =Piy)— D
gilt dann fiir 2, = Plzy) '
Pulzy) = Poyilzi) = Pzm) — 9 = g —P ="
worans hervorgeht, dass mib 2 gugleich z, und allgemein simtliche Grﬁésén

(2,2) 2,8, = Pz, 1} (r=2,3,4.. .}

ks

der Gleichung {1,8) geniigen. Wegen z,,, = # 180 aligemein z,., = %
Ist nun z, die erste uaoter den Crossen (2,2); die gleich z, ist, s0 bilden
die Wurzeln

2
(2,8) zlzsz—p,zzszf—p,zf:zzz—p,...,zﬂzz#_f-»p _

einen Zyklus g:ter Ordnung Z,, wobei u ein Teiler von n ist. Tst speziell
po="n, SO werden wir die Wurzeln (2,3) und den zngehdrigen Zykius
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primitiv nennen. Ist & die Anzahl der primitiven Wurzeln von (1,8) und

also m = Py die Anzahl der primitiven Zyklen, so wird die algebraische

Auflosung der Gleichung (1,8) auf die Auflésung von m einfachen Abel-
schen Gleichungen und einer Resolvente m:ten Grades zuriickgefiihrt.
Fir die kleinsten Werte von » konnen die zugehérigen Werte von N und
m aus der folgenden Tabelle entnommen werden:

n» f 1 2 3 4 5 6 7 8 9
m | 2 3 8 9 18 30 56
N f > 2 6 12 30 54 126 240 504

Aus dem Ausdruck
s=2z2z...2,

des Multiplikators von Z, geht hervor, dass der Zyklus fiir (1,4) repulsiv
und also fiir (1,3) attraktiv ist, wenn ¢

(2,4) 212 -2, > on *

-

Allgemeine Betrachtungen.

3. Bs sei Z, ein Zyklus m:ter Ordnung mit den reellen Fixpunkten
(2,3), wo u =mn. Diese Punkte werden in umgekehrter Reihenfolge

o) = £VEEL (0

30 = j‘n 7 A’v - zn—:’
durch die :irrationa_leh Abﬁildungen

(3.2) 1=k V-t =8x)
erhalten. Wegen der Realitit der Fixpunkte gelten dann die Ungleichungen
(373) 11,, = — p.

Wir wihlen die Bezeichnung so, dass der erste Fixpunkt 4, der kleinsten
Zahl J, entspricht.

Der Punkt 2, ist Fixpunkt fir die zusammengesetzte Abbildung
(3,4) z = Au(x) = 8:8,...8,,
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die tibrigen sind Fixpunkte fiir die aus (3,4) durch zyklische Permutation
erhaltenen Abbildungen. Wir nennen ferner den Zyklus -Z. positiv oder
negativ, je nachdem ob die Anzahl der — Zeichen in (3,1), also der negativen

Fixpunkte, gerade oder ungerade ist.

4. Bevor wir weitergehen, wollen wir den speziellen ¥all p =2 niher

betrachten.
Wir behaupten, dass sdmtliche Fixpunkie jedes Zyklus, also alle Wur-

zeln der (leichung {1,6), dann reell sind. In der Tat ergibt sich aus
(1,5) fir p=2, |yl >2 .

g —y=+1)(F—2>0,

woraus folgh, dass- keine reelle Waurzel von (1,6) absolut =2 ist, Wir
kiénnen somit alle solche Warzeln in der Form

{4,1) y = 2cost

darstellen. Hieraus folgt 3, = 2 cos 2¢ und allgemein
Yo == 2008 2" f.

Die Gleichung (1,6) ist somit squivalent mit der Gleichung
cos 2"t =cost,

welche die 2" verschiedenen Losungen

2mam 2am’ (m =0,

1,2,...,2”-1—1)
(4,2) b= i b= T m =1,2.3,..

e, 2
besitzt. Damit ist bewiesen, dass similiche Fixpunkte von (1,6) fir p = 2
reell und in der Form (4,1) darstellbar sind.

Wegen der Stetigkeit der Lage der Fixpunkte in ihrer Abhingigkeit
von p ergibt sich hieraus der _

Satz 1. Es gibt far jedes n eine Zahl p, derart, dass die Fizpunkie
von (1,8) samilich reell fir p=>p. sind.

Um den obigen Satz zu ergiinzen, erinnern wir an unser friiheres
Ergebnis [1,2], wonach fir p =2 die Punkte der komplexen y-Ebene
bei der Iteration von (1,5) gegen den unendlich fernen Punkt konvergieren,
von einer gewissen auf der reellen Achse liegenden Menge von Punkten
abgesehen.

Hicraus folgt unmittelbar, dass die Gleichung (1,6) fir p =2 keine
imaginire Wurzel besitzen kann. Alle Fixpunkte von (1,4) sind also fiir
p =2 reell. Dass sie zugleich attraktiv sind, kann in indirekter Weise
bewiesen werden. Denn wiire ein Zyklus fiir (3,4) repulsiv und somit far
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(1.4) attraktiv, so wiirde die Attraktion in einem zweidimensionalen Gebiet
stattfinden, was dem Obigen widerspricht, weil das Attraktionsgebiet
des unendlich fernen Punktes w.a. simtliche nichtreellen Punkte der
Ebene enthilt. Unsere Behauptung ist damit bewiesen.

Wir behaupten nun, dass die Abbildung (3,4) fiir » = 2 den einzigen
Fixpunkt 4, hat.

Wir nehmen zum Beweis indirekst an, es seien bei (3,4) zwel oder mehrere

- Fixpunkte vorhanden. Es seien dann Ay und A zwei benachbarte Fixpunkte

und z.B. 1 >4, . Auf dem Intervall A{4, &) ist dann die Funktion
(4,3) Afzr) — 2

eindeutig und stetig, sie ist ferner <~ 0 in der Nahe von A4 und >0 in
der Nihe von 1. Zwischen den Punkten 4y, 4 miigste dann wenigstens
eine Nullstelle von (4,3) existieren, also ein Fixpunkt von A4,.(zx). Durch
diesen Widerspruch ist unsere Behauptung bewiesen.

Aus dem Obigen folgt, dass die Zeichenfolge fiir die Fixpunkte zweier
Zyklen verschieden ist, weil andernfalls die Funktion (3,4) fiir die beiden
Zyklen identisch wire,

Wegen der stetigen Abhingigkeit der Fixpunkte und der zugehdrigen
Mnultiplikatoren von p folgt aus dem Obigen fiir einen beliebigen reellen
Zyklus n:ter Ordnung Z, die Existenz einer Zah! p(Z,) derart, dass fir

(4.4) P > p(Zn)

die zugehirige Operation A.(z) einen einzigen Fixpunkt hat und dass
ferner die Zeichenfolge fiir zwei verschiedene Zyklen n:ter Ordnung von-
einander verschieden sind. '

Zur Bestimmung der Zahl p(Z,) bemerken wir, dass die Zeichenfolge
in (3,1) sich nur so veriindern kann, dass einer der Fixpunkte des Zyklus
gleich Null wird. Weil der vorangehende Fixpunkt dann = - p wird,
kann dieses nur gleich 1, sein. Hieraus geht hervor, dass die gesuchte Zahl
P(Z,) der Gleichung -

(4,5) | A(—py=—p
geniigt.

5. Nach diesen Vorbereitungen kann man nun Bedingungen dafiir
aufstellen, dass die Fixpunkte eines Zyklus in der Form (1,1) darstellbar
sind,

Es sel Z, zuerst ein positiver Zyklus. Wir lassen den Punkt z das
Intervall A(— p, ;) durchlaufen, wo 1, < 0 den ersten Fixpunkt des
Zyklug bezeichnet. Dann beschreibt allgemein der Punkt 2, das Inter-
vall A4(4,(—p),4,.,.4), wo A, =4 . Insbesondere der Punkt Zn be-




3 : Amn. Acad. Beient. Fennice A T. 259
schreibt ein Intervall mit dem Endpunkt )11 , welches ein echter Teil de
von A unter der Bedingung Ze
(5,1) Af—p)>—1p (6
ist. Dann ist allgemein Ay,,, ein echter Teil von Ai,, und die linken eir
Endpunkte der Intervalle A;,(— p) bilden eine monoton wachsende ing
Folge von Zahlen < ;. Ihr Grenzwert, der einen Fixpunkt von Z, gibt, (6
muss nach dem Obigen mit 1,, dem einzigen Fixpunkt von A4.(x) zusam- ’
menfallen, weil die Bedingung (5,1) mit (4,4) identisch ist. Es gilt also bz
die Darstellung (6
(5,2) /11 =k.]im Akn("' p) H B0
T der
wo rechts eine periodische Entwicklung der Form (p) auftritt.

Unsere Bedingung (5,1) fiir die Darstellbarkeit von A, in der Form fith
(p) kann nicht verschirft werden. Denn fiir A.(— p)<< — p werden
die zu A,(— p) gehorigen Naherungsausdriicke (1,2) imaginir,

Es sei zweitens Z, ein negativer Zyklus. Jetzt hat das Intervall A, ein,
den Punkt 4 alslinken Endpunkt und erst das Intervall 4, als rechten. glei
Die der Bedingung (5,2) entsprechende Bedingung lautet jetzt
(573) Azn(mp) e gen
Man erkennt leicht, dass die Bedingung (5,1) eine Folgeruhg der Bedin-
gung (5,3) ist und ferner, dass die Bedingung (5,3) fiir die Konvergenz von Aus
(1,1) auch notwendig ist.

Zusammenfassend konnen wir also den folgenden Satz aussprechen.

Satz 2. Notwendig wund hinreichend dafir, dass die Fixpunkie eines geht
primitiven Zyklus n:ter Ordnung in der Form {(p) darstellbar sind, ist, duss » =
p der Ungleichung (5,1) oder (5,3) gendigt, je nachdem ob der Zyklus positiv beso
oder negativ ist. »>

S

6. Es soll im Folgenden gezeigt werden, dass unsere Bedingungen durch prim
einfache hinreichende Bedingungen ersetzt werden kénnen.

Es sei M die grosste Anzahl von einander folgenden -+ Zeichen in (6,6)
(3,1). Offenbar ist gendy

F.

{6,1) M=n—2 oder M =Zn—1 die D

je nachdem ob der betreffende Zyklus positiv oder negativ ist. Wir be- (6,7)
zeichnen kurz mit :

Allges

(6,2) Vm(p):l/av+]/p+]/p+---+ﬁ
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den rechts stehenden mit m Wurzelzeichen gebildeten und mit lauter +
Zeichen versechenen Ausdruck. Wir haben dann in der Ungleichung

(6,3} P>Viaa(o)

eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit von (5,1) bzw. (5,3). Wenn
inshesondere

(6,4) P>V ()
hzw.
(6,5) P >Valp),

so sind sdmtliche positive bzw. negative Zyklen einer Ordnung < # in
der Form (p} darstellbar.

Um den Bedingungen (6,4), {(6,5) eine einfachere Form zu gewinnen,
fithren wir die Griissen

Gn(D) = 9m(0)

ein, welche Polynome 2" ':ten Grades von p sind, die der Rekursions-
gleichung

Griar(p) = Gu¥(p) — p

geniigen. Die ersten unter ihnen sind

Gifp) = —p, Gp) =P —p, Co{p)= (P> —p)2 —»p.
Aus
On(2) =2 fiir m>1, G, (p)=—p fir Gulp) =0

geht hervor, dass zwischen einer Nullstelle p, von G.(p) und der Steile
p =2 stets eine Nullstelle p,., von @, , gelegen ist. Ist num ins-
besondere p, die grosste Nullstelle von G,(p), so gilt ta(p) >0 fir
P >py. Hs gilt somit der

Satz 8. Zur Konvergenz der Entwicklungen (p) fir die Fizpunkte eines
primitiven. Zyllus n:ter Ordnung tst es hinreichend, dass p der Bedingung

(6’6) P> P bzw. p > Prara

geniigt, je nachdem ob der Zyklus positiv oder negativ ist.
Fir die ersten unter den Zahlen p, findet man durch Interpolation
die Niaherungswerte

(6,7) p=1, pp=177, p;=192, p,= 1,97.

Allgemein gilt

Pl 2, Hmp, =2,

1 SO
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Wenn inshesondere p = 2, sind simtliche Fixpunkte jedes Zyklus belie-
biger Ordnung in der Form (p) darstellbar.

Wir wollen zum Abschluss neben p, noch die Za.hlen o, und P
einfithren, welche die untere Grenze derjenigen p-Werte bezeichnen, fiir
welche simtliche Fixpunkte der Abbildung (1,4) reell bzw. reell und attrak-
tiv fiir (1,3) sind. Wegen der Definition gelten dann die Ungleichungen

{6,8) : P’ < Pn’ < Pa< 2

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir im Folgenden die
ersten Fille n = 1,2,3 einem genaueren Studium unterwerfen.

Fall n=1.

7. Die zugehdrige Gleichung (1,6)

(7.1) y¥—y—p=20
hat die Wurzeln
(7=2) %,2:%‘:5:/\/&"}’?:

die schon fiir p = — 1 reell sind. Ferner ist fiir p >0

g >0, g<<0.

Man hat hier zwei eingliedrige Zyklen, von denen der zum Fixpunkt 971
gehorige stets und der zum F:lxpunkt q, entsprechende fir p> 3§

attraktiv ist.
Die zum Fixpunkte ¢, gehorige Abbildung (3,4) hat den Ausdruck

(7,8) m=Vp+a.
Die durch Tteration von (7,3) erhaltenen Grossen

x1'+'1 =Y P + £,

sind reell fir « = — p.

Aus
. . s
w1l 1 = %01+ @
und
z x, = Ty~ Tt
b1 "=zt o,

geht hervor, dass die Folge
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fir z< ¢, monoton wachsend und <« ¢, fiir z>g¢, monoton abneh-
mend und > ¢, ist. In den beiden Fillen hat man den Grenzwert

{7,4) im a2, = ¢ .
Wird speziell z = — p gewihlt, so bekommt man fir 7, den bekannten

fiir p» >0 konvergenten Ausdruck

(7,5) Q1=IP+9‘1=VP+lP+VP+-.-

Fir p=0 ist o, = Y/ m_, - Jetzt ist g, =1, und der Grenzwert (7,4)
existiert nur fiir > 0. Dagegen fiir x = 0 ist %, = 0 und die Entwick-
lung (7,5} nicht mehr giiltig.

8. Zur Untersuchung der zum zweiten Fixpunkt g, gehérigen Abhil-
dung ist es zweckmissig, die Wurzeln

(8,1) §1-z = - % + \/13*—_-43:-
der Gleichung
(8,2) Py —p+1l=0

einzufiihren, die nach Division von %, — y mit ¥; — ¥ erhalten wird,
Die Punkte (8,1), die Fixpunkte der Abbildung y, = P,(y)-"sind, werden
durch (1,5) miteinander permutiert.

Der zu ¢, gehorige Zyklus mit dem Ausdruck

(8,3) = —Vp-+z

ist, wie schon erwihnt, attraktiv fir p > 2.

Es sei zuerst p>1. Tiir die Realitit der Gréssen %, ist dann not-
wendig und hinreichend, dass = dem Intervall
(8,4) —p=eEpi-p

angehért. Dann kann z = — p in (8.3) gewihlt werden, und man erhils
fir ¢, den fir p>1 geltenden konvergenten Ausdruck '

: / P ——
(8,5) = —lp+g=— Ph—l’p—l/'p—---
Sei zweitens p =1. Daunn gilt

hm x’r = g2
nur im offenenen Intervalle — 1< a< 0, und die Entwicklung (8,5)
ist nicht mehr giiltig. In der Tat ist fiir 2 = — 1 (and 2 == 0) alternierend

#, =0, —1 und der Ausdruck (8,5) divergent.
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Es sei schliesslich p< 1. Jetzt sind die Grossen z, reell nur im In-
tervall '

(8,6) -—-p<§2§x§§1<0,

dessen Endpunkte bei Ausfithrung von (1,5) miteinander permutiert werden.
Das Attraktionsintervall (8,6) von g, enthilt nicht den Punkt z = —p,
und die Entwicklung (8,5) ist wieder nicht anwendbar.

Fall n=2.

9. Wir haben schon oben gesehen, dass die Gleichung y, =y die
primitiven Wurzeln (8,1) besitzt. Diese bilden einen negativen Zyklus
zweiter Ordnung mit dem Multiplikator

s=4q, =4 (1 —p).

Die Fixpunkte (8,1) sind reell fiir p = 2 und attraktiv fir p > 4. Fur
p>1 ist g >0 und ¢<O.
Wir setzen

{9,1) H=VpTz, T = —Vp+an
und erhalten durch Zusammensetzung die Abbildung ~~
(9,2) xg:‘*\/’p—F’\/'p—i—ﬂ:

mit dem Fixpunkt ¢, Der Punkt g, ist seinerseits Fizpunkt fiir die
Abbildung

{9.,3) x2=\/p—'\/p—|—x.
Tiir p>1 gelten zwischen den Fixpunkten (8,1 die Relationen
(9,4) &1=pr+&2: 52-—““‘\/104—&1.

Die Bedingung (5,3) lautet im vorliegenden Falle

(9,5) p>bp+bpﬂv5

und sie ist erfiillt fir

(9,6) P> Py~ 1,32,

Unter dieser Bedingung gelten fiir die Fixpunkte (8,1} die konvergenten
Entwicklungen

10. Jetzt
nomes %, —
fiir welche 1

L
(10,1)
findet. Thre
(10,2)

Zur alge
Funktionen

(10,3)

Durch Ausre
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(10,6)  p:
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&= !/p—]/;o+§1: V—- p+]/p~]/p+...

§2=“]-’19+]/99+§2=*— P-FVP‘*V?’*W.

Fall n=38,

10. Jetzt ist die Gleichung (1,6) vom Grade 8, Nach Division des Poly-

nomes g, —y mit g — y bleibt eine Gleichung sechsten Grades tibrig,
fiir welche man durch Ausrechnung den Ausdruck

P+ (1~ 3p)gh (1 — 2 p) g
TA=3p 3P+ (L —pRy+1—p(l—pp=o
findet. Thre Wurzeln bilden zwei Zyklen dritter Ordnung

(10,1)

(10’2) (’11 > j'2 E j{«}) E (;‘E}. ’ ;{2 ) EB) -

Zur algebraischen Auflésung von (10,1) bilden wir die symmetrischen
Funktionen

1

(10,3) h=Alhy, t= Iy .

o

Durch Ausrechruing findet man
htty=2-—1p.
Weil ferner nach {10,1)
hit,=1 —p(l—p2,

So gentigen die Grossen ¢ ,4, der. quadratischen Gleichung

(10,4) : t2+(P“2)¢+1‘P(P_1)2=0-
Thre Wurzeln

9 _
(10,5) £ = 211:}:2’\/419—7

sind reell fir p =71,

Die algebraische Aufldsung von (10,1) wird nunmehr anf die Auflssung
der einfachen Abelschen Gleichungen

(106)  pa®+(t, — 14 plad 4 (¢ —1 — e —pt, =0, (h=1,2
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zuriickgefithrt. Weil die Wurzeln von (10,6) voneinander durch die reelle
Operation (1,5) abgeleitet werden kiénnen, sind sie gleichzeitig reell. Dies
ist nach dem Obigen der Fall, wenn » = L.

Aus dem Ausdruck s, = 8¢, des zum Zyklus (f,) gehorigen Multi-
plikators ergibt sich folgendes.

Wegen #, >1 ist der Zyklus (f;) stets attraktiv. Aus

h=1— 2 @ +Vip—1),

wo Techts eine bei wachsendem p monoton abnehmende Funktion von p
vorkommt, folgt, dass der Zyklus (f,) attraktiv nur fir p >p, ist,
wo p, die positive Wurzel der Gleichung #, = — %, also der kubischen
Gleichung

1 65
p@—U“kg@—m~gr:m

hezeichnet. Durch Interpolation findet man 5 = 1,755.

11. Fiir gentigend grosse Werte von p gentigen die Wurzeln 1, den
Ungleichungen

M<<0, L<0, 30,
und sie bilden einen positiven Zyklus mit den Relationen
L) L=-=Veth, h=-Vpt+h b=Vp+i.

Die durch

Ay == p+Vp—Vp+&

(11.2) =NV +Vo+4

e VoVo—Vria

gegebenen Entwicklungen gelten fiir

(11,3) p>Ve+Vp,

algo fiir p>>1,77.
Die Wurzeln /1, geniigen fiir geniigend grosse Werte von p den

Ungleichungen
L<0, A>0, A>0,

und sie bilden somit einen negativen Zyklus mit den Relationen

(11,4)

Die B

(11,5)

lautet

(11,6)

Diege I

also fiy

12. .
driicke
(+ — -

(-
Nach N
(12,1)

erhalter.,
(12,2)

(12,3)



1 die reeile
reell. Dies

gen Multi-

tlon von P
) fpsf iSt,
r kubischen

eln A, den

von p den

en
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{11,4) iz=“m> 12:\”?9“}'11: 13=\/5p+12‘

Die Bedingung fiir die Giiltigkeit der zugehﬁrigen Entwicklungen
Ay = —-/p—l— I!p—i-m

(11,9) L= | p—Ve+Vo+%
ay = -p+Vp—Vp+%

lautet jetzt

ﬁ
(11,6) P> 10+Vp+l/p—1/p+l/'p-
Diese Bedingung ist sicher erfiillt, wenn

p Vo Vosls,

also fir p>1,92.

Fall p==2. 3
12. Der Kﬁrze haiber wollen wir die betreffenden periodischen Aus-
driicke durch die Zeichenfolge der Perioden ersetzen. Z.B. bedeutet
(+ — +) dem dreiperiodischen Ausdruck

(+—+)=+l2—*]/2“|-V2+V2—V2+V?TT
Nach N:¢ werden die Fixpunkte von y, = Py(y) im Falle p=2 aus

2nm 2am’ (m =0,1,2,...2°71 -1
(12,1) 2 cos

2"'.__1’200’32::__!_1’ m'=1,2,3,...2n_2

erhalter:. Fiir # = 1 bekommt man hieraus

(12,2) @ =2={(4), o= —1=(-—),
fir n =2 '
- 2z - 475.
{12,3) fp==32008 0 = (4+ =), g =2cos — = (— ).
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Fir » =3 hat man zwei Zyklen mit folgenden Fixpunkten und Ent-

wicklongen:
6n
21:200317— = {— + —),
27
Ay=2cos — = (+ — —),
- 8m
2]=2cos? ={(—+ +),
(12,4)
~ 2m

Ty = 2005 o = (+ + =)

Fir n = 4 gibt es drei primitive Zyklen

Entwicklungen
1 2 16x
;= 2cos —z- = (—+ + ),
{12,5)
A = 2 cos —
s =200 Tz~ = (+——+),
, 16x
M= 2003? = (— + + ),
(12.6)
1 9 4z
T 147
Uz)]=2wsﬂzﬂ———+x
-’7
lff 12%
3_2008 17 :(_+—_)=

9 4x
Ay = 2cos =
E 9 47

= 2 co8 - =
z 9

8m

A, = 2co0s =TS
27

14 = 2¢08 ——lg"
8

Ay = 2cos T
, 2.
Ay = 2008 -
10x

ﬂ.z"= 2003—1‘7—
. 6n
A= 2¢cos =TS

(_H'_I_):

(+—+).

wit folgenden Fixpunkten und

= (——+ ),
— (++—-),
= (k=)
(1t
= (——+-),
= (+—— )
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