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1. Einleitung
‘ 1. Es sei ‘ :
(1,1} : = ax® + 2bx L ¢

ein Polynom zweiten Grades mit reellen Koeffizienten. Vermittels einer
Substitution der Form

c=ay+f, =z =ay +8
kann (1,1) in die einfache Form

(1,2) _ h=9"+9p
transformiert werden, wo p die reelle Grosse
' p=oac—b 4 b

bezeichnet. Die Tteration des Polynoms (1,1) wird damit auf die Tteration
des transformierten Polynoms (1,2} zurtickgefiihrt.
Die ersten Iterierten von (1,2) haben den Ausdruck

(1,3) =0+2P+p, n={@+pr+ok+p.
Allgemein hat y, einen Ausdruck von der Form
(1,4) Yo =y ..+ Gulp),

wo G(p) ein Polynom von p vom Grade 2! bezeichnet. Fiir die
ersten Werte von # hat @,(p) den Ausdruck

(L5 G =2, Gp)=p+p, Gyp)= (P +p)?+p.
Allgemein gilt die Rekursionsformel -

(1,6) Goirlp) = G2p) + p.

Die Tteration von ( 1,2) bei beliebigen komplexen Werten der Variablen
¥ ist eine Aufgabe der Funktionentheorie. Als Hauptproblem hat man die
Bestimmung des zum unendlich fernen Punkt gehorigen Attraktionsge-
bietes, also der Menge derjenigen Punkte, fiir welche
(1,7) limy, = o,

n—> 00
Nach der allgemeinen Theorie besteht der Rand von D aus einer im all-
gemeinen unendlichen Menge von Jordankurven, die sich auch auf Punkte
reduzieren konnen. Wann der letztere Fall auftritt, ist eine Frage, die in
der vorliegenden Arbeit allgemein behandelt wird. '
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Nachdem wir den Fall p < — 2 schon frither erledigt haben, bleiben
die zum Intervall p>-- 2 gehérigen Werte iibrig. Unsere Methode flihrt
zur Losung der Aufgabe u.a. fiir p = 1 sowie fiir einen Teilintervall von
(— 2, 1), wahrend ihre Anwendung auf die Restintervalle bis auf weiteres
uniiberwindlichen Schwierigkeiten begegnet.

2, Die Fixpunkte der Abbildung

2. Das Polynom (1,2) hat im allgemeinen drei Fixpunkte, nimlich die
Wurzeln ’

(211) g]sg2=%:|:‘\/%_p
der Gleichung '
(2,2) ¢+p=9q

und den unendlich fernen Punkst. Die endlichen Fizxpunkte sind
reell und verschieden fir p <},
reell und einender gleich fiir p = } und
konjugiert komplex fir p>> 1 .

Ans dem Ausdruck

(2,3) 5,=2¢,=14+V1—4p , (»=12)
des zum Fixpunkt g, gehorigen Multiplikators, der Ableitung von y,

geht folgendes hervor:
I Fall p <. Jetzt ist |s] >>1 und also g, repulsiv.
Pir — § < p <} ist |s] <1 und somit g, attraktiv,
fir p < — & ist |5,/ > 1 und somit g, repulsiv, ‘
fir p= — % ist |g] = 1 und somit ¢, indifferent.
II. Fall p = }. Jotst ist s, = 8, = 1 und somit ¢; = ¢, indifferent.
IIT. Fall p >1. Jetztist [s,] >1, (#» =1,2), und die beiden TFix-
punkte ¢, ,q, sind also repulsiv.
In allen Fillen ist der unendlich ferne Punkt ein attraktiver Fixpunks.

Im Hinblick auf die spiteren Anwendungen bemerken wird noch, dass
wegen ,
(24) p—y=@—y+p @ +y+r+1
die zweite Iterierte von {1,2) neben den Punkten (2,1) noch die Punkte
(2.5) Ga=—3xV-i—p,
die Wurzeln der Gleichung
(2,6) y¥+y+p+1=0,
als Fixpunkte hat. Die Punkte (2,5) bilden fiir (2,1} ein zweigliedriges

P.J. Myr

Zykel, weil die £
permutiert werde
Weil der Gres
Hauptfille T une
behandelt.

3. Fall p>1,
Satz 1: Das .
(3,1}

gehort als ganzes ;
Unser Satz gi
verkleinert werd:
Fixpunkte von 4
Zum Beweis ¢
ritcksichtigen, we

(3,2)
hat. Wird hier

eingesetzt, so bek
(3.3)

+ 2pr?{:2
Nun hat die Fu
(3,4) HO)

von { ==cos2¢

(3,5)

" Hs handelt sich 1

Schranke. Somit
(3,6)

Ist nun 72> 4+
(3,7)

und allgemein
(3,8)




. 1. 258
bleiben
de fiihrt

vall von
weiteres

mlich die

! VoI yl’

different.
iden Fix-

Fixpunkt.
woch, dass

je Punkte

zigliedriges

P. J. Mvrerre, Tteration der reellen Polynome zweiten Grades 5

Zykel, weil die genannten Punkte bei Ausfithrung von (2,1) miteinander
permutiert werden.

- Weil der Grenzfall p = } schon frither erledigt worden ist, sind die

Hauptfille T und IIT dbrig. Diese Fille werden nun im Folgenden niher
behandelt. -

3. Vorbereitende Sitze:

3. Fall p>>}. Wir beweisen zum Anfang den
. Satz 1: Das Awussere des Kreises :

(3,1) lyl=vp+1

 gehdri als ganzes zu D.

Unser Satz gilt sogar fiir p = 0. Dass die rechte Seite von (3,1) nicht
verkleinert werden kann, folgt daraus, dass auf der Kreislinie {3,1) die
Fixpunkte von y, liegen. ,

Zum Beweis des Satzes hat man die zweite Tterierte von (2,1
riicksichtigen, welche nach (1,3) den Ausdruck

(3,2) Vo= + 29y - p2 4 p
hat. Wird hier :

) zu be-

y=re?, Yo =1yl
eingesetzt, so bekommt man :
(3.3) 1y? =S - dp L (% L ppe

+ 2pr2{2rt cos 29 + (p -+ 1)r2 cos 4 - 2p(p + 1) cos 2¢p}.
Nun hat die Funktion

(3,4) CHO =24 L (p 1) 2 (28 — 1)+ 2pip - 1) ¢
von ¢ =cos2¢ ihr Minimum fiir.

_ p(p + 1) 44
) L TRV
Es handelt sich um ein Minimum nur fir [t

| = 1, sonst um eine untere
Schranke. Somit gilt in jedem Falle

1
Sl e+ P

(3,6) 7y

v

Ist nun 72> p - 1, so0 ist

(3,7) n>p+1
und allgemein

(3,8) Fo > P 4 1.
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Somit bilden die Funktionen

‘ Yon . (n=1:2537“')1
- als gleichmassig beschrinkte Funktionen im Bereich {y[®>p 4 1, eine
normale Familie von analytischen Funktionen. Weil nun offenbar fiir
hinreichend grosses =

lim 3, = 0,
LT =

80 gilf dies auch fir ¥2>p + 1. Wegen
Tanpl > Ton — D
" igt aber dann sogar

imr, =—cc.
- OO0

Damit ist unger Satz bewiesen,

4. Wir behaupten jetzt, dass es einen Kreis

(4.1) vl <& =+p
gibt, der als ganzes zu D gehdrt,
Zum Beweis bemerken wir, dass fiir y = 0

=P, =P+ DP=Pg;s. .o, ¥n =P
gilt, wo p, = G.(p). Nach (1,6) ist
Pn+1:—“19n2+23-

Wegen
Prtt — P = (Pn — 3P+ (p —H >0
bilden die positiven Grossen 7, eine monofton wachsende Folge. Es exi-
stiert somit der Grenzwert
m p, =p*. k

= CQ
Offenbar ist p* = o, weil die Gleichung
pr=p¥+p furp>i
keine reelle Wurzel besitzt. Wegen der Stetigkeit der durch (I,2) ver-
mittelten Abbildung muss aber dann (3,7) fiir (4,1) gelten, wo &, eine
von p abhingige Grisse bezeichnet. Dabei ist
(4.2) &=V,

weil auf der Kreislinie |y} = \/EJ_ die Fixpunkte von g, gelegen sind.
Es gilt somit der
Satz 2: Das Gebiet D enthilt als ganzes einen Krets

(4:3) Iy] < &,
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dessen. Radius eine von p abhingige Grosse i8t, die der Ungleichung (4,2) i
geniigl, . . ‘
Ob in (4,2) das Gleichheitszeichen stets gilt, bleibt hier unentschieden.

5. Wir wollen jetzt, fiir einen binreichend grossen Wert von p, eine
Abschitzung der Grdsse r, geben, die zur Untersuchung der Art der
Randelemente von D angewandt werden kann.

Wir gehen zu diesem Zweck von der Bemerkung aus, dags (3,5) das
Minimum fitr die rechte Seite von {3,3) nur unter der Bedjngung ) = 1,
also fiir

(5.1) PH1—Vp+l=<r<p+1+vVp+1
gibt, wihrend es sich fiir die anderen Werte von 7, also n.a. fiir
(5,2) Pr<p+l—Vp+1,

nur um eine untere Schranke handelt. In diesem’ Falle gilt offenbar statt
{3,6) die genauere Ungleichung

(5,3) 7' > 1% + APt + (9% p) + 2p 2 f(— 1)

=78 = dpr® o+ (6p% - 2t — 4P (p + 10 4 pp - 1
Aus

F(#) = 4z — p)a* — 2pw + plp + 1))
geht hervor, dass die rechte Seite von (5.3) als Funktion von g — 42 iphr
Minimum fiir x = p erreicht. Hieraus folgt aber, dass die rechte Seite
von (5,3) eine monoton wachsende Funktion von # ist.

Wir fragen jetzt, wann » = } gewshlt werden kann, Nach (5,2) setat
dies zuerst voraus, dass

PH1—-Vp+1>t.

Hieraus folgt

2v2—1
p;p0=—4———=0,45.
Wird nun 7 = § in (5,3) gesetat, so bekommt man
T2>f(l):'1‘+£—f—?£2+ 3+ pt = p(p)
P T ese T e T g TP T =wp).
Ist nun '
(5,4) pp)>p+1,
so gilt nach Satz 1
lim 7, == o .

Es gilt somit der
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Satz 3: Das Gebiet [ enthilt sicher als ganzes den Kreis
lyl=4,

wenn p(p)>p - 1. Diese Bédingung ist z.B. fir p' =1 erfalli-

4. Untersuchung des Randes von D

8. Nach dem Obigen liegt der Rand C von D als ganzes im Kreisringe
(6.1) & <lyl<Vp+1, |

WO £ = v ,; .
Betreffs der Elemente von € kann man nun folgendes beweisen.
Satz 4: Der Rand von D besteht ous einer diskreten, im Kreisringe

(8,1) liegenden Punktmenge, wenigstens, wenn
(6,2) pp)>p+1.

Essel P ein beliebiges Element von €. Nach der allgemeinen Theorie der
Tterationen gibt es dann eine unendliche Folge von geschlossenen, im Gebiet

D liegenden Kurven
(6,3) ‘ .. Cy, Cy,. .,
wo allgemein C,., innerhalb C, gelegen ist und aus €, durch die

inverse Operation y_; —Vy — p erhalten wird, wobei ferner ¢, fiir
n— oo gegen P konvergiert. Weil nun die Kurven (6,3) von einem ge-

wissen Index %, ab im Ringe (6,1) liegen, so gilt auf C, fir » = n,

| r dy_4 1
dy - Eﬁfy—l |

Fir die Linge |C,] von O, gilt somit die Abschitzung

o f B ol
n| = < n-1] -
BTN

n—1

< eg<1.

Hieraus folgt
m |C,| =0,

- 0G
womit bewiesen igt, dass P aus einem Punkt besteht, wie behauptet wurde.
Ob sémtliche Elemente von €' schon fiir p >} punktférmig sind,
bleibt hier unentschieden.

7. Fall — 2 <p <. Ist erstens
(7.1) ~i<p<i,
80 hat die Funktion y; nach Nr 2 in g, einen attraktiven Fixpunkt.
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Nach der allgemeinen Theorie besteht (' Jetzt aus einer im allgemeinen
unendlichen Menge von geschlossenen Kurven, deren genauere Untersuchung
hier bei seite gelassen wird. Speziell fiir p =0 besteht D aus dem Aus.
seren des Kreises |g] = 1.

Betrachten wir jetzt das Intervall

Aus dem Ausdruck (2,5) der Fixpunkte von y, ergibt sich fiir thren gemein-
samen Multiplikator der Ausdruck

(7.8) 8 = 4&1 62 =4(p +1).
Ist nun 4(p + 1) < 1, also '
(7,4} —f<p<<— ¥,

so sind die genannten Fixpunkte attraktiv. Man hat hier wieder mit einem
Gebiet D zu tun, dessen Rand wie im Falle {7.1) nichtausgeartete Kurven
enthalt.

Dies gilt Wa,hrschgin]ich auch fir die Werte des Intervalles
(7,5) , —2<p<—13.

Ohne dies hier nachweisen zu kénnen, machen wir zur Begriindung unserer
Vermutung folgende Bemerkungen.

8. Es seien

(S!]’) Ty s x2,...,3.72n
die endlichen Fixpunkte der n:ten Iterierten y, von (1,2). Nach {1,4)
besteht dann die Gleichung

2n
(82) Iz, = G.(p) .

p=1 .
Die Fixpunkte (8,1) bilden nun eine endliche Anzahl Zyklen von y,.
Sind , ,
(8,3) - ' Ty, Ty T
die zugehérigen Teilprodukte, also
(8,4) Ty My o v T = Gfp),
80 geniigen die zugehirigen Multiplikatoren der Gleichung

88y 8m = 27 Q(p) .

Ist nun

1
(8,5) Gn(@) < 2_2; )

80 ist wenigstens eine von den Grossen ls,] << 1, und die Punkte des zu-
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gehorigen Zyklus sind attraktiv fir die zugehorige Tterierte von (1,2).
Weil nun die Ungleichung (8,5) auf einem Tntervall der p-Achse giiltig
das einen Nullpunkt des Polynoms G, (p) enthilt, wird unser Problem

ist,

auf die Untersuchung der reellen Wurzeln der Gleichungen

(8,6) - Gap) =0

zuriickgefithrt.

Nun ergibt sich aus (1,6)

(8,7) Goy=G2—2 fir p=-—2

und ,

(8,8) Gy = G2 —1 fir p=—1.

Wegen Gyf{—2)= —2 folgt dann aus (8,7)
Gi—2) =2 firmn=23 ...

und ferner, wegen Gy(— 1)= —1, aus (8,8)
Go(— 1) =0, Gupr(—1)=—1fxn=123...

Mithin besitzt jedes Polynom Gu(p) wenigstens eine Nullstelle im Intervall

(8,9) —2<p=-1.
Es ist nun wahrscheinlich, dass die Nullstellen der Polynome G {p) auf

Jem Intervall (8,9) iiberall dicht liegen. Wird dies ginmal bewiesen, S0
wird auch unser obiges Problem scine endgiiltige Lsung finden.
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